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１ ． 已知非负实数 满足 证明 ：

ｙ＋ ＾

＾ （
ｘ
－

ｙ ）
＾／ｘｙｚ ．①

２ ？ 设数列 ｜

Ｆ
ｎ 丨
满足 ：

ｆ
＼
＝ Ｆ

２

＝ ｌ
，

Ｆ
ｎ ＋ ｌ

＝ Ｆ
ｎ
＋Ｆ

ｎ ＾ （
ｎ ＾２

）
．①

求所有满足 ５ ／＾
－

３Ｆ
ｙ
＝１ 的正整数组

（
ｘ

， ｙ ）
．

３ ． 求所有的函数／ ：
Ｒ４Ｒ 满足

ｆ（
ｘｆ（ ｙ ）

－

ｙ

２

）

＝
（ ｙ

＋ｌ
）ｆ（

ｘ
－

ｙ ）
．

４ ． 求所有 的正整数 《
， 使得存在正整数

☆ ２
，对于正整数 Ａ

… 满足 ：

ｋ
－

１ ｋ

Ｘ
ｉ

Ｘ
ｉ ＋  ｌ

＝
ｎ

ｙＸ
ｉ〇 １ ９ ．

全 黑板上写有

ｌ

２ｍ
（ 整数 ）个数 ：

１ｘ ２
，

２ｘ ３
，
３ｘ ４

９

－ － －

９

２ｍ
（
２ｍ＋ １

）
．

每次操作选择其中三个数 ａ 、
６

、 ｃ ， 把它

们擦掉并写上 ． 经过 ｍ
＿

１ 次操作
ａｂ＋ｂｅ＋ ｃａ

后 ，黑板上只剩下 了两个数 ． 证明 ：若其中一

个数为
ｆ

，则另一个必大于 ４ ．

６ ． 爱丽丝 、 鲍勃两人玩游戏 ． 他们将 四

张卡片分别写上 ｘ＋
ｙ 、 ＊

－

ｙ 、

＾

＋
ｙ

２

、

Ｖ －

町 ＋
ｙ

２

四个表达式 ． 将这四张卡片扣在

桌子上 ， 随机选一张翻面 ， 亮 出 上面的表达

式． 爱丽丝可以挑选四张卡片中的两张 ，并将

其余两张递给鲍勃 ，挑选之后亮出全部 四张

卡片 ． 爱丽丝可 以对变量 ％ 或 ｙ 中 的
一个进

行赋值 （实数 ） ，并告诉鲍勃她对哪个变量赋

了什么值 ． 之后 ，鲍勃对另一个变量赋值 （ 实

数 ）
． 最终 ，他们各 自计算 自 己两张卡片上值

的乘积 ，乘积更大的人获胜． 请问 ：谁有必胜

策略 ？

７ ． 求最小的整数 ，使得将 丨

２
，
３

，

…

，

ｆｃ
丨 任意划分为两个集合 ，其中至少有一个集

合中包含着 ａ 、
６

、 ｃ （允许相同 ） ，满足 ａ＆＝ ｃ ．

８ ． 有 ２０ １ ９ 座城市 ，

一些城市通过互不

相交的双向道路连接 ， 每条道路恰连接两座

城市 ． 对于每一Ｘｆ城市 至多经过一座其

他城市就能从 ４ 到达 Ａ有 ６２ 名警察合作抓

小偷 ，每晚警察可以选择留在 自 己 的城市或

移动到相邻的城市 ， 每个 白天小偷也可以选

择留守或者移动 ，
且警察和小偷任何时候都

知道彼此位置． 若存在某时刻 ，警察和小偷在

同
一城市 ，则小偷被抓住 ． 证明 ： 这些警察总

能抓住小偷 ．

９ ． 已知 ／Ｉ 为正整数 ，考虑所有的不增 函

数／ ：
｜

１
，

２
，

＂ ＊

，旬— 丨

１
，

２
，

＂ ＊

，

７１
丨

． 这些函数中 ，

有些有不动点 ，有些则没有 ． 求这两种函数的

个数之差．

１０ ？ 平面上有 ２０ １９ 个点 ，过这些点画圆 ，

称一种绘制方式是 —好的
”

当且仅当绘制

左 个圆将平面分为若干个封闭 图形 ， 且不存

在一个封闭图形内有两点 ． 求 的最小值 ，使

得无论怎样排列这 ２０ １９ 个点 ， 总存在一种

左
一好的绘制方式 ．

１１ ． 在Ａ ＡＢＣ
中 ，

＝
ＡＣ

，

Ｍ
为边

ＢＣ的

中点 ． 分别以此、
舰 为直径的 圆交于点 Ｍ

、

Ｐ
，

ＭＰ 与狀 交于点 （？ ，

／？ 为 上一点 ，满足

证明 ：
ＣＰ

平分ＺｆｔＣｆｉ ．

１２ ． 在△ 

ＡＢＣ 中 ，

丑 为垂心 ，点 Ｄ 在边

上 ，点 ￡ 在边 议： 上
，
且满足 ｆｉＣ 丄 证明 ：

册 丄肋 的充分必要条件是册 平分

１３ ． 在 凸 六边形 中 ，

ＢＣ 
＝

ＣＤ
，

ＤＥ 
＝

ＥＦ
，
Ｚ

ＡＢＣ＝Ｚ ＥＦＡ ＝
９０

°

．ｆｆｉ
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明 ：
Ａ￡＞

丄Ｃ￡ ．

１４ ？ 在Ａ ｙｌＢＣ中 ，
２仙〔 ＝ ９０

。

，

册丄 ＾^

于点 Ｚｆ
，

Ｍ
、
ｉＶ 分别为 的 中点 ，

ＭＴＶ 的

中点为 込直线 ＢＭ
、
Ｓ７Ｖ 与ＡＭＣ 的外接圆

尸 的第二个交点分别为 Ｐ
、仏 证明 Ｍ ＜

？ 、 ＣＰ 、

仙 三线共点 ．

１５ ？ 设 ｒａＭ ． 考虑平面多边形 尸义
…

／^

（不
一定为凸的 ）

？ 对于每个点 Ａ （
Ａ＝１

，

２
，

…

，

／ｉ
） ，均存在唯一的点 仏 （ 与 Ｐ

，
不重合 ，

且 込

在 Ａ ，

Ｐ
２ ，

…

，
Ｐ

？ 中 ）距离 Ｐ
ｔ 最近． 若对于所

有的 ＆
，均满足

Ｑ ／＾ Ｐ
／ｉ ＋  ｌ 
或

Ｐ
／ｉ
－

ｉ （
Ｐ

〇
＝ Ｐ

ｎ ，
Ｐ

ｎ ＋  ｌ
＝ Ｐ

ｉ ） ，

则称该多边形为
“

劲敌
”

．

（
１
）证明 ：不存在凸的劲敌多边形 ；

（
２

）求所有的 ／１ ＞ ４
，使得存在一个劲敌

ｒａ 边形．

１６ ． 对于正整数 ｉＶ
，设／ （

ＴＶ
） 为使得^

０ ＋ ０

是 ｉｖ 的因数的有序整数对 （
ａ

，

６
） 的个数 ． 证

明 ： ／（
＃

）恒为完全平方数 ．

１７ ． 设 ｐ 为奇素数 ． 证明 ：对于任意的整

数 ｃ
，均存在整数 ｈ使得

ｐ ＋ １ ｐ ＋ １

ａ
２

＋
（
ａ ＋ ｃ

）
２＝ ｃ

（
ｍｏｄ

］
？
）

．

１８ ？ 已知 ａ 、 ６ 、 Ｃ 为正奇数 ，
ａ 不为完全平

方数 ，且满足

ａ
２

＋ａ＋ｌ＝ ３
（
６
２

＋６＋ｌ
） （

ｃ

２

＋ｃ＋ｌ
）

．

证明 ：
６

２

＋ ６＋ｌ
、 ｃ

２

＋ｃ＋ｌ 中至少有一个

为合数．

１９ ． 证明 ：
７

＊

＝
１＋

ｙ

２

＋／ 无正整数解 ．

２０ ． 已知整系数多项式 Ｐ
（
ａ〇满足 ：

Ｐ
（

－

ｌ
） 

＝
－ ４

，

Ｐ
（

－

３
） 

＝
－ ４０

，

Ｐ
（

－ ５
） 

＝－ １５６ ．

问 ：最多有多少个 ｘ 满足 Ｐ
（
ＰＵ ）） 

＝
Ｖ ？

参 考 答 案

１ ． 注意到 ，

ｘ
－

ｙ

３

＋ ｚ
３

＋１

＝
（
ｘ
￣

ｙ ）（
＾
２
 －

＾

－

ｘｙ ＋
ｙ

２

） 

＋ ｚ
３

＋ １ ．

分两种情况考虑 ．

（
１

） 当
％ ＝

ｙ时 ，

式①左边多 式①右边 ＝ 〇
，

显然成立．

（
２

） 当 ；《 ＞ ｙ时 ，

式①

（
ｘ
２
 －

＼
－

ｘｙ
＋

ｙ

２

）

－

＼

－

＾－＾－

＾６ ＾／ｘｙｚ ．②
ｘ
￣

ｙ

由均值不等式 ，结合
１
＞

２

－得

式②左边

— ）

２

＋ ３…蟲 ＋蟲

＾ ３ｘｙ
＋ ３ｚ＾ ６ ＾／ｘｙｚ

．

因此 ，原命题成立．

２ ． 由题意 ，知对于任意的 均有

Ｆ
？ ＋ １

＞ Ｆ
？

．

注意到 ，＼６Ｚ
＋ ，

Ｆ
３
＝ ２

，

Ｆ
４
＝ ３

，

Ｆ
５
＝ ５

，

ｆ
６

＝ ８
，

Ｆ
７

＝ １ ３ ，
“

当 ｘ
＝

ｌ
，
２ 时 ，不存在满足 ５ ｆ

；
－

３Ｆ
ｙ

＝ｌ

的 ？

当 尤 ＝ ３ 时 ， 此时要使 ５Ｆ
３
－

３＼

＝１ 成

立 ，则
＆

＝ ３
， 即 ；ｒ

＝ ４ ．

于是 ， （１ ７ ）
＝

（
３

，

４
）满足要求 ．

由５ ／＾

－

３Ｆ
ｙ

＝ｌ
，知 ；ｋ

＞ ＊．

若 ｘ ＋ ｌ ＝
ｙ ，则式①化简得

Ｆ
ｘ
＿

２

－ Ｆ
ｘ
＿

３
＝ １

（
３５ 多４

）
．

故 ；《
－

２ ＝ ３或 
４＝＾ ＊ ＝ ５

或
６ ．

于是 ，

＝
（
５

，

６
）或 （

６
，

７
）满足要求．

若 ：
Ｋｈ ＋ ２

，则

５Ｆ
ｘ

－

３Ｆ
ｒ
（ ５Ｆ

ｘ

－

６Ｆ
ｘ
＜ ０

，

矛盾．

综上 ， “ ， ｙ ）
＝

（
３

，

４
）或 （

５
，
６

）或 （
６

，
７

）
．

３ ． 在原方程中 ，用 ｘ＋
ｙ 代替 ｘ 可得

／（ （
ｘ＋ ｒ ）／（ ｙ ）

－

ｙ

２

）
＝

（ ｙ
＋ｌ

）ｆ（
ｘ

）
． ①

在式①中令 ｙ

＝
－

１
，
＊
＝

１
，得／（

－

１
）
＝ 〇 ．

若函数／除
－

１ 外有另一个零点 ｃ
，则在

式①中令 ｙ

＝
ｃ

，有

ｆ（

－

ｃ

２

）
＝
（

ｃ＋ｌ
）ｆ（

ｘ
）

对于任意的 ％ 成立 ，于是 ，／（４ 为常函数 ．
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故／（幻 ＝

／（ 

－

１
） 

＝
０

，代入检验知成立．

若函数只有一个零点 ， 则在式① 中令

ａｃ
＝
－

１
，有

／（ （

－

１＋ ｙ ）／（ ｙ ）

－

ｙ

２

） 

＝
〇 ．

故 （

－

１＋ ｙ ）／（ ｙ ）

－

／
＝
－

１ ．

从而 ， 当 ｙ＃ ｌ时 ， ／（ ；ｒ ） 

＝
ｙ

＋ｌ ．

令 尤 ＝ －

■

｜

￣

， ｙ

＝ ２
，代Ａ＾：①有／（

１
） 

＝
２ ．

因此 ， ／（
＊

） 

＝
＊＋ １ ．

综上 ， ／０ ） 

＝
＊ ＋１或／（

％
）
＝ 〇 ．

ｋ
－

＼

４ ． ｎ
＝

２ 
ｘ

ｔ

ｘ
ｉ ＋ ｌ

１ 
＝

 １

＾
（
ａ ；

！
＋ ？

３
＋

？ ＂

）（
ｘ
２
＋ Ｘ

４
＋

？ ？ ？

）

＝
（
？

１
＋ ＊

３
＋

＊ ＊ ＊

） （
２０ １９

－

ｘ
ｘ

－

ｘ
３



）

＾ １００９ ｘ １０ １０ ＝ １０ １９０９０

＾０ １９０９０ ．

当％ 

＝１００９
， ％ 

＝
１０ １０

，

Ａ ：＝２
时 ，

／ｉ可取

到１０ １ ９０９０ ．

设 ＼ 为所有 ＾ 中最小数 ．

则
／ｉｈ

ｓ

（名 。
） 

＝
＊

ｓ （
２０ １ ９

－

？ ）

彡 

２０ １ ８
，

当且仅当 ＊
ｉ
＝
％

＝ … ＝ ＊
２ 。１９

＝１ 时 ，上式等号

ＭＳｌ．

设 Ｓ ＝６Ｚ
＋ ，

２０ １ ８ 彡 尤 彡 １００９ｘ

１０ １０
丨

． 下面证明 ７１ 的值域为 Ｓ ．

将 Ｓ 划分为 １００８ 个分拆 ：

＊＾
２ 〇 ｉ８

＝
 ｉ＊ Ｉ＊＾Ｚ

，
１００８ｘ ｌ０ １ １ ＾ ＊ ^

１００９ｘ ｌ０ １０
｝

．

Ｓ
；
＝
 ｛

＊ １ ＊ＧＺ
，
ｉ
（
２０ １ ９

－

ｉ
）＜

（
ｉ＋ｌ

） （
２ ０ １ ８

－

ｉ
） （ ，

其中Ｊ

＝
ｌ

，

２
，

…

，

１００８ ．

／ｉ
＝

１ ００９ ｘ ｌ ０ １０ 时 ，构造已给出 ，若 ＊£

？ 且００９ ｘ １０ １０
，设

ｉ＝
（

ｉ＋ｌ
） （

２ ０１ ８
－

〇
－

ａ
，

ａ£
［
１

，

２０ １ ８ － ２ｉ
］ ，

Ｌ^ ｋ
＝ ４

，
ｘ

｛
＝ １

 ，
ｘ

２
＝ ２０ １ ８

—

ｉ
－

ａ
，
ｘ

３
＝

ｉ
，
ｘ
４
＝

ａ
，
此时 ，

７ｚ＝
（

ｉ＋ｌ
） （

２０ １ ８
－

ｉ
）

－

ａ．

从而 ，证明 了对于 Ｓ 中的每个数均存在

釦 和 符合题意 ．

因此 ，所求？数ｎＧ
［
２０１８

，

１０１９０９０
］

．

５ ． 注意到 ，



１


ａｂ＋ｂｅ＋ｃａ１

＋
１

＋
１

ａｂｃａｂｃａｂｃ

，

ａｂ＋ｂｅ＋ｃａ

即一次操作后 ，黑板上所有数的倒数之和仍

保持不变 ，记这个和为 Ｓ ． 则

ｓ ＝丄 丄 丄 １

ｒ ｘ ２

＋

２ ｘ ３

＋

３ ｘ４

＋

＂ ＇ ＋

２ｍ
（
２ｍ ＋ ｌ

）

１ １ １ １ １ １
一


—



？ｉ＿ 


＿


＋
？  ？  ？＿

｜

＿ 


＿
■  ■

１２２３２ｍ２ｍ＋ １

１ １２ｍ
＝ １




ｒ


ｒ
？

２ｍ＋１２ｍ＋ １

故黑板上剩下的另一个数的倒数

Ｊ＿＿
？＾ ２ｍ 

－

３２ｍ＋１１

ｔ４８ｍ ＋ ４

＜

８ｍ ＋ ４４

ｙ

因为 ｍ 多 ２
，所以 ，

ｎ１ １．

ｔ４

因此 ，命题成立．

６ ． 爱丽丝有必胜策略 ．

首先 ， 用 夂Ｂ 分别代表爱丽丝 、鲍勃手

中两张卡片之积 ．

若 或 ｘ ＋ ｙ 被亮出 ， 则任取暗置的

两张 ，反之 ， 则取一暗一亮的两张 ． 这样保证

爱丽丝不会同时拿到 ａ；
－

ｙ 、＊＋ ｙ．

若鲍勃同时拿到 ＾＋ ｙ ， 则爱丽丝

可以取 ｙ

＝ｌ
，此时 ，

Ａ＝
（
ｘ

２
－

ｘｙ
＋ ｙ

２

）（
ｘ
２

＋ ｘｙ
＋

ｙ

２

）

＝ ｘ
４

＋ ｘ
２

＋ １
，

Ｂ＝
（
ｘ
—

ｙ ）（
ｘ＋ ｙ ） 

＝
ｘ

２
—

ｙ

２

— ｘ
－

１
，

则［ Ｂ ＝ ＊
２

＋ ２ ＞ ０
，爱丽丝获胜．

＾ Ｂ
＝
（
ｘ
－

ｙ ） （
ｘ
２

＋ ｘｙ ＋ ｙ

２

） 

＝
ｘ

３
－

ｙ，

４＝
（

ａｔ＋ ｙ ）（
ｘ
２
－

ｘｙ
＋ ｙ

２

） 

＝
ｘ

３

＋ ｙ

３

，

则爱丽丝取 ｙ ＞ 〇 即可 ．

若 ４＝Ｘ
３－

ｙ

３

，
＋

ｙ

３

， 则爱 晒 丝取

ｙ
＜ ０ 即可 ．

若 ４＝
（

ａ：
－

ｙ ） （
尤
２

＋
ｙ

２

） ，

Ｂ＝
（
ｘ ＋ ｙ ） （

ｘ
２

＋ ｘｙ ＋ ｙ

２

） ，

则
／４＝

－ ４ａ ：

２

ｙ

－

２ｙ

３

＝－ ２ｙ （ ｙ

２

＋ ２？
２

） ，此时

爱丽丝取 ；Ｋ
＜ 〇 即可．
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＾ 

Ａ＝
｛
ｘ

－

￥ ｙ ）（
ｘ

２

＋ ｘｙ
＋ ｙ

２

） ，

Ｂ＝
（
ｘ
－

ｙ ）（
ｘ
２
－

ｘｙ ＋ ｙ

２

） ，

则
４
－

５
＝＋２ｙ

３

＝
２
ｙ （ ｙ

２

＋２尤
２

） ，此时爱

丽丝取 ｙ ＞ 〇 即可 ．

综上 ，爱丽丝有必胜策略 ．

７ ． 首先给出 ＆ ＝
３ １ 时的反例 ．

取 
４ ＝ Ｕ ，

３
，

１ ６
，

１ ７
，

． ． ．

，

３ １
！ ，

Ｂ ＝
｜

４
，

５
，

…

，

１ ５
！

．

若 “ ３ １
，则在 ４ 和 ５ 中分别去掉大于 Ａ

的整数即可．

下面证明 ＆
＝ ３２ 时 ，题中结论成立 ．

反之 ，若结论不成立 ， 则 ２
、
４ 和 ４

、
１６ 分

别不在同一集合 ． 于是 ，

２
、
１６ 在同一集合 ． 类

似地 ，

４
、
８ 在同一集合 ． 此时 ，

３２ 无法在任意

集合 （
３２＝ ２ ｘ １ ６＝ ４ ｘ ８

）
．

因此４ 的最小值为 ３２ ．

８ ． 考虑普遍情况．

若有 《 座城市 ，下面证明 ：至多需要

ｋ＝

＼Ｊ
２ｎ＋％ ＋

＼
￣

Ｊ

名警察 ， 就一定可 以抓住小偷 ， 其中 ， Ｕ １表

示不小于实数 ％ 的最小整数 ．

引 理 设图 Ｇ 的直径为 ２
，
ｆｆ 为 Ｇ 的子

图 ，
且存在一点的度为 ｋ 小偷只能在图 丑 中

移动 （或留守 ） ，而警察可以在整个图 Ｇ 中移

动 （或留守 ）
． 则此时 灸 名警察可以抓住小偷 ．

证明 设小偷 （ 移动或 留守后 ） 在顶点

％ 处 ， 警察分别 在顶 点 ｈ ，

ｕ
２ ，

…

， 处 ，

ｈ ，

…

， ％ 丨 为 外 在 孖 中的邻域 ？

警察从 Ｕ
； 移动到 ％ （

ｉ＝ｌ
，
２

，

…

，
ｉ
） 至多

只需要两次． 于是 ，警察至多只需移动一次便

可
“

控制
”

》
￡ （

〖
＝ １

，

２
，

？

，

丨
） （ 即处于 ４ 的邻

域 ）
． 若下一个 白天小偷移动 了 ， 则小偷将被

抓住 ；若小偷留在 外 ，则接下来警察就会分别

移动到 ％ ，
？
２ ，

？  ？  ？

， ＾ ， 再次轮到警察移动时便
一定可以抓住小偷 ．

引理得证．

若图 Ｇ 中有一个顶点的度 Ｉ； 不超过 Ａ
，

则 由引理知此时 Ａ 名警察总可以抓住小偷 ．

故不妨设图 Ｇ 中每个点 的度均至少为

Ａ＋ １ ？ 此时 ，在 ％ 处部署警察 ，该警察不再移

动 ． 若小偷在 〃
。 及其邻域中 ，则其必被抓住 ．

故可以删去 ％ 及所有与之相邻的点 ． 删去点

后的图 均 至多有 ／１
－

＆ － ２ 个顶点 ，
且小偷只

能在 坧 中移动 （或留守 ）
．

若尽 中存在一点的度不超过 ＆
－

１
， 由

引理知结论成立 ． 不妨设 尽 中点的度均至少

为 ｆｃ ． 再取 ｈＧ 圮 ，在此处部署警察 ，
且不再

移动 ． 然后删去 〃
ｉ
及所有与之相邻的点 ， 得

到图 足．

继续操作 ， 第 ＿／ 次操作后 ， 图 ｇ 至多有

ｎ
－

（
ｋ ＋ ２

）

－

（
ｋ ＋ ｌ

）

——

（
ｆｃ ＋ ３

－

ｙ ） 个顶点 ， 且

部署了 ） 名警察 ． 在操作过程中 ，若在某步操

作结束后 ，满足引理的使用条件 ，则 由引理得

证 ． 从而 ，不妨设已经进行了＆
－

１ 次操作 ，且
一直不满足引理的使用条件 ． 此时 ， 图 圮

有 ｎ
－

（
Ａ ＋ ２

）

－

（
Ａ：＋ｌ

）

 ４ 个顶点 ，且还

有一名警察未部署 ． 若此时图 巧＾ 中只有两

个顶点 ，则 札ｍ 中的点的度至多为 １
， 由引理

得证 ；若氏＾ 中有多于两个顶点 ， 即

ｎ
－

（
ｋ＋ ２

）

￣

（
ｋ＋１

）

－－ ４ ＞ ２
，

则 办＜

＾
２ ／１＋８＋

１矛盾．

从而 ，
至多需要 灸 ＝ ＋ ８＋

＾

－

名

警察 ，就一定可以抓住小偷 ．

最后 ， 当
ｒａ
＝ ２０ １９时 ，

＝ ６２ ．

故原题得证 ．

９ ． 注意到 ， ／至多有
一个不动点 ？

首先利用插板法 ， 可得到不增函数 ／ 的

个数为ｄｄ
若函数／存在不动点 ， 即存在 ｃ

，满足

ｆ（
ｃ
） 

＝
ｃ ．

当不动点为 Ｃ 时 ，将其分为 ［
１

，
Ｃ
－

１
］ 和

［
ｃ＋１

，
ｎ

］ 两部分并运用插板法求不增 函数

个数 ，则这样的 ／的个数为
／
￣

？ ｃ 

－

１ ／
－

＾ ｎ 

—

ｃ
／ｒ＾ ｃ 

－

１＼ ２

－

 ｃ ＋ ｃ 
－

１
－

１－

１ ＋ ｎ
－

ｃ ＋  ｌ
一

Ｖ 
＾

ｎ
－

ｌ／
＿

于是 ，有不动点的／的个数为

ＩＴ而 ，没不动点的／的个数为

Ｗｒａ
－

１
￣ ＾

２ｎ
－

２
＝ ＾

２ｎ
－ ２

ｍ

故所求为ｄ
－ Ｃ

２

ｎ

：＿

２

２
＝
１

（＾ ２
．

ｎ

１０ ． 先证明 Ａ ： 彡 １０ １ ０ ．
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取 ２０ １ ９ 个在同一直线上的点 ，显然 ，这

条线上的 ２０ １９ 个点 中至少需要被 圆经过

２０ １ ８次 ．

又 由于每个圆至多过线上的 ２０ １ ９ 个点

中两次 ，于是 ，若 ｈ ｉ００９
， 则这 ＆ 个圆周所

过的点数不超过 ２０ １ ８ ． 注意到取等时首 、 尾

两点均未在任何圆 内 ，矛盾 ．

下面加强证明无论怎样排列这 ２０ １ ９ 个

点 ，总存在一种 １〇 １ 〇
—好的绘制方式 ．

加强命题为
“

证明 ：存在一种 １〇 １〇
—好

的绘制方式 ， 使得这 １０ １０ 个 圆过 同一个

点 ．

， ’

以平面上与这 ２０ １９ 个点不重合 ，
且不

在任意三点的外接圆上的点为反演中心进行

反演变换 ． 则反演后欲证加强命题 ， 只需证

明 ：对于平面上 ２０ １ ９ 个不共线 的点 ， 存在

１０ １０ 条线使得每两点之间至少有一条线 ．

称一条线将点集
“

平分
”

当且仅当这条

直线两边的点个数差 １ 或相等 ．

引 理 对于任意两个点集 １５
，存在直

线 Ｚ 将 平分．

证明 称被一条直线分割的两个平面之
一为一个半平面 ． 显然 ，存在一个半平面包含
４ 与 各一半点 ， 即

２ ＜半平面中 ４ 的点数 －

丨 ４ １ ＜ １ ．

易知 ，存在半平面使得其包含少于一半
５ 中元素和一半 ４ 中元素 ；存在半平面使得

其包含多于一半 ５ 中元素和一半 ４ 中元素 ；

存在一种转动和平移半平面的方式使得可以

由任意包含一半 ４ 中元素的半平面平移到另
一种 ，

且平移旋转路线途中均为半平面． 于

是 ， 由介值定理 ，命题得证 ．

称一个区域为包括给定点的 由直线封闭

而成的图形 ，

一个区域的模为这个区域 内点

的个数 ．

先连接一个足够大的多边形围起来所有

点 ，
显然 ，

一开始仅有一个区域 ．

考虑按顺序画 出 的 １０ １０ 条直线． 考虑

使每条直线平分当前两个模最大的区域 ，设

这是一次操作． 下面证明这个操作可 以进行
１０ １０

次．

第一次操作产生了 

一个新区域 ， 此后每

次操作产生两个新区域．

由归纳法易知模最大的区域的模不大于

两倍的模最小的区域的模 ，于是 ，若有模为 １

的区域则其他区域模必为 １ 或 ２ ．

从而 ，停止最后一次操作时至多有一个

模为 ２ 的 区域 ， 由奇偶性易知此时有 ２０ １ ８

个区域 ，
画了１００９ 条线 ． 再画一条线将剩下

在同一区域的两点分开即可． 因此 ，
证明 了可

以依次绘制 １〇 １〇 条封闭 图形 ， 使得不存在
一个封闭图形内有两点 ． 命题得证．

１１ ． 如图 １ ．

由 人 四点共圆

Ｚ ＲＰＱ

＝
Ｚ ＡＣＭ．

结合Ｚ 尸以？＝ ９０
。
＝

ＺＣＭ４ 知

Ａ
—⑴Ａ ＣＭ４ ＝＞

＾ 

＝

荔 ．

类似地 ，

＝仿
，

则△ Ｃ／Ｍ Ｃ／３Ａ 
份ｗ

ＣＰ
＿

ＣＡ
＿

ＣＡＰＲ

ＢＰ
￣

ＢＭ
￣

ＣＭ
￣

ＰＱ

＇

又ＺＱＰＢ
＝

９０
。
＝

ＺＲＰＣ
，于是 ，

Ａ ＱＰＢ ＾Ａ ＲＰＣ

＝＞Ｚ ＲＣＰ＝Ｚ ＰＢＱ

＝
Ｚ ＣＢＡ － Ｚ ＭＢＰ

＝ Ｚ ＡＣＢ
－

Ａ ＡＣＰ
＝

ＺＰＣＢ

＝＞Ｃｉ
３

平分

１２ ． 如图 ２
，设Ｍ 与 ＳＺ） 交于点

则

充分性 ．

于是 ，

ＢＤ 平分 等价于四边形

为平行四边形 ，则咖／／ＡＣ．

又 为 的垂心 ，从而 丄 五Ｆ．

故 好 也为Ａ別Ｔ 的垂心？

因此 ，

■＾ 丄



４０ 中 等 数 学

Ａ

在上述证明过程中 ，每一步均是等价的 ．

因此 ，若现 丄 ＢＺ）
，则亦有 ５Ｚ） 平分

１３ ． 如图 ３ ．

Ａ

图 ３

由 ４Ｃ
２
－狀

２

＝
（
ＡＢ

２

＋ＢＣ
２

）

－

（
ＡＦ

１

＋ＦＥ
２

）

＝
ＢＣ

２
－ ＦＥ

２

＝ ＤＣ
２
－ ＤＥ

２

＝＞仙 丄 （：￡； ？

１４ ． 如图 ４
，设 ５Ｄ 与圆 厂 的第二个交点

为 联结 Ｐ ＜

？
．

对Ａ ＳＰｈ运用角元塞瓦定理和正弦定

理知

ＰＣ 、 ＱＡ 、ＳＪ 三线共点

ｓｉｎＺ
ＰＢＪＡＢｓｉｎＺＱＰＣ

＿１

ｓｉｎＺ ＪＢＱ

＇

ＣＢ

＇

ｓ ｉｎＺ
ＰＱＡ

̄

ｓｉｎＺＣＢＮｓｉｎＺＤＢＭ
＿

ＣＢ

ｓｉｎＺＮＢＤ

＇

ｓｉｎＺＭＢＡ

＝

ＡＢ

＇

上式左边分母、分子同时乘以
＋
及

ＢＤ ． ＢｉＶ ．

ＪＳＣ
得

Ｓ
＾ｊｕｂｄ

Ｓ
／＾／ｃｂ 

？

＿ 

ＭＤ ＇ＮＣ ＇ＡＢ

Ｓ ／ｓｐｄｎ

？

ＢＣＡＭ 

’

ＤＮ 

？

ＢＣ

ＣＨ ．ＡＢ
＿

ＣＢ
＝

Ａｆｆ －ＢＣ

＝

ＡＢ
＇

因此 ，结论得证 ．

１５ ．

（
１

）对于边或对角线 尸七 （
１ 在 ｉ＜

＿／
矣

打
） ，称其高为ｍｉｎ

 ｜
＿／

－

乙 ｒａ
－

（ ＿／

？

－
ｉ

） ｝

． 若
Ｐ

．

．Ｐ
，

满足点 认 与 Ａ 重合或点 込 与 尽 重合 ，则称

是
“

好的

若存在凸的劲敌多边形 Ｐ
ｔ

Ｐ
２

…Ｐ
？ ，取高

最小的好的边或对角线 ＰＡ．

，
不妨设其高为

ｙ

－

ｉ
，再不妨设点 认 与 Ａ 重合 ．

若 ｊ

＝
ｉ＋ｌ

，矛盾．

考虑点 Ｑ ｉ ＋ｎ若它与 Ｐ
ｋ （

ｉ ￥ ｋ〇 ） 重合 ，

则 Ｐ
ｉ ＋ １

（

？ ｉ ＋ １
也是好的且高比 更小 ，矛盾．

于是 ，必然有 Ｐ
； ＋ １

（

？ ｉ ＋ １与 尽仏 在形内相

交． 这可以 由几何性质推出
＾

ｉ Ｑ ｉ
＋Ｐ

ｉ ＋  ｌ Ｑ ｉ ＋ １＋  ｌ
＋ ＾

； ＋  １ ＾ ￡

－

但由题意 ，知 Ｐ见
＜ 尽 （？ ； ＋ １

．

故Ａ ＋ １ 认 ＋ １
＞Ａ ＋ ｌ Ｑ ｉ ，矛盾－

因此 ，不存在凸的劲敌多边形．

（
２沁多 ４ 时均可找到劲敌多边形． 构造

如图 ５ ．

７１
＝４ ７１

＝５＾＝６

１６ ？ 设－＾
７

＝ 忒 则 （
＜ｚ
－

ｗ（
６
－＝

ｄ
２

．

ａ＋〇

设 ｇＵ ） 为正整数 ／ｉ 的正约数的个数． 则

ｇ （
＾

） 即为此时Ｕ ，

６
）解的个数．

于是 ， ／（
＃

）
＝
ｇ （

＃
）

－
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下面证明 ：对于任意的正整数 ｎ
，均有

ｆ（
ｎ

） 

＝
ｇ

２

（
ｎ

）
．

对 ｎ 的素因子个数进行数学归纳 ．

当 ｒｅ
＝

１ 时 ，结论显然成立．

当 ｒａ
＝

／
／

＊

时 ，

＾ ｇ （
ｄ

２

） 

＝
ｌ＋ ３＋ … ＋

（
２ａ＋ｌ

）

ｄ ＼ ｎ

＝
（ ａ＋１

）

２

＝
ｇ

２

（
ｎ

） ，

结论成立 ？

设 於
？ ？ ？

＃ 时 ，有

２ ｇ （
ｄ

２

）

＝
ｇ

２

（
ｎ

）
^

ｄ ＼ ｎ

当时 ，记

Ｓ＝

ＸＩｇ （
ｄ

２

） 

＝
ｇ

２

（
ｎ

）
．

则＾；…
２

）

ｄ
＼ ｎ

＇

＝
（
１ ＋

（
２ ＋ １

） 
＋ … ＋

（
２ａ“ １

＋ ｌ
） ）

Ｓ

＝
（ ？ｔ ＋ ｉ

＋ １
）

２

５
＝

ｇ

２

（
ｎ

＇

）
．

从而 ，结论得证．

故／⑷Ｗ ） ， 即剔 为完全平方数．

１７ ？ 据二次剩余的欧拉判别法 ， 只需取

ａ
，使 ａ 不是 ｐ 的二次剩余 ，而 ａ＋ｃ 是 ｐ 的二

次剩余即可．

于是 ，
Ｂ卩证存在 ｐ 的二次剩余 ＊

，使ｊ
－

Ｃ

不是二次剩余．

反之 ，假设不存在这样的 Ｘ
，则

但
容 （４

＾

）

三

习 （
ａ ：

２
－

ｃ
）

Ｙ
＝ １

（
ｍｏｄ

ｐ ） ，

矛盾 ．

因此 ，必有 ａ 满足题 目要求 ．

１８ ． 反证法．

假设 ６
２

＋６＋１
、Ｃ

２

＋Ｃ＋ １ 均为素数 ，不妨

设 ，令 ｐ
＝ ６

２

＋ ６＋ｌ ． 则 ；
＞
整除

（
ａ

２

＋ａ＋ｌ
）

—

（
ｆｅ

２

＋６＋１
）

＝
（
ａ
－

ｂ
）（

ａ＋ ｂ＋１
）

．

因为 ｐ 是素数 ，所以 ，

ｐ

＼

（
ａ
－

ｂ
）＾ ｐ

＼

（
ａ＋ ｂ＋１

）
．

（
１

）若
ａ
－

６＝
／

）
，则

ａ＝ ｂ ＋ ｐ

＝ｂ
２

＋ ２ｂ ＋１＝
（

ｂ ＋１
）

２

 ’

矛盾．

⑵若 ａ＋ ６＋１＝
／

＞
，则

ａ
＝
ｐ

—

ｂ
—

ｌ＝ ｂ

２

，

矛盾 ．

（
３

）ｇ ａ＋６＋ｌ＞２ｐ￥
ａ
—

６ ，
艮Ｐ

ａ ＾ ２６
＾

＋ ６＋１＋ ３ ６＋ ２
，

贝 ！｜ａ＾２６
２

＋ ６＋１ ．

因为 ６＾
，所以 ， 由条件等式知

（
２ｂ

２

＋ ｂ＋ｌ
）

２

＋
（
２ｂ

２

＋ ｂ＋ｌ
） 
＋ｌ

＾ ３
（
ｂ

２

＋ ｂ＋ｌ
）

２

ｂ
（
ｂ
－

３
） （

ｂ

２

＋ ｂ ＋ ｌ
）
＾ ０

＾６ ＾ ３ ．

当 ６ ＝ ｃ
＝

ｌ 时 ，
ａ

２

＋ ａ＋ｌ＝ ２７
，无正奇数

解 ，矛盾 ；

当 ＆ ＝ ３
时 ，

ｃ
＝ｌ

或 ｃ ＝ ３
，

ａ
２

＋ ａ＋ｌ＝ １ １７

或 一 ＋ 〇＋１＝ ５０７
，均无正奇数解 ，矛盾？

综上 ，

６

２

＋ ６＋１ 、 〇

２

＋ 〇＋１ 中至少有一个

是合数．

１９ ． 设
ａ ：

＝ ２
ｍ

／ｉ
（
ｒａ

为正奇数 ，
ｍ６Ｎ

）
．

记 ％Ｕ ） 表示整数 ａ 的素因数分解中 Ｐ

的次数．

由
７
ｎ
—

ｌ ＝６
（
ｍｏｄ８

） ，知存在 ／
＞
＝ ３

（
ｍｏｄ４

） ，

％ （
７
＂
－

ｌ
） 

＝
ａ

为奇数 ．

且由二次剩余基本结论知

ｙ

２

＋ ｚ
２

＝ ０
（
ｍｏｄ ｐ ）

＝＞
ｐ ＼ ｙ ，ｐ ＼ ｚ．

但 ＆ａ
＾
－

ｉ
） 为奇数 ，矛盾 ．

因此 ，所求方程无解．

２０ ． 注意到 ，

３ ＼

（
Ｐ

（
ｘ ＋ ３

）

－ Ｐ
（
ｘ

） ） （
ｘＧＺ

）
．

若
ｉｔ
＝ ０

（
ｍｏｄ３

） ，则

Ｘ
２
＝Ｐ

（
Ｐ

（
ｘ

） ）
＝Ｐ

（
Ｐ

（

－

３
） ） 

＝
Ｐ

（

－

４０
）

＝Ｐ
（

－

１
） 

＝
－ ４ 

＝
－

１
（
ｍｏｄ３

） ，

矛盾．

若
ｘ 
＝

１
（ 

ｍｏｄ３
） ， 则

ｘ
２

＝ Ｐ
（
Ｐ

（
ｘ

） ）

＾Ｐ
（
Ｐ

（

－

５
） ） 

＝
Ｐ

（

－

１ ５６
）

－

３
） 

＝
－ ４０ ＾ －

１
（
ｍｏｄ３

） ，

矛盾 ．

若
ａ： 
＝２

（ 
ｍｏｄ３

） ，则

ｘ
ｚ

＾ Ｐ
（
Ｐ

（
ｘ

） ）
＝Ｐ

（
Ｐ

（

－

ｌ
） ） 

＝
Ｐ

（

－ ４
）

＝Ｐ
（ 

－

１
） 

＝
－

４ ＝
－

１
（
ｍｏｄ３

） ，

矛盾 ．

故满足 Ｐ
（
Ｐ

（
＊

） ） 

＝
Ｗ 的 ＊ 的个数为 〇 ．

（ 李安琪 陈昱达 周梓锋 解答 ）


