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交换代数 (“神学”) 的优势

注解 0.1

不变理论

代数几何

数论

交换
代数

↑
Hilbert

↑
Noether

P. Gordon “King of Invariant Theory”
l师生
Noether

P. Gordon:
1. 交换代数 (Hilbert 的方法) 不是数学, 而是 “神学”.
2. 我说服自己 “神学” 也有它的优势.

例 0.0.1: 不变理论: Hilbert 14 问题

群 G 作用在 k[x1, · · · , xn], k 是域, 则 k[x1, · · · , xn] 的不变子环是不是有限生成的

k− 代数 (k[ξ1, · · · , ξ m
↓

有限个

])?

G :有限群
√

Hilbert(Hilbert 基定理)& Chern(陈类)
G :任意群 × 有限生成⇐⇒ G是约化群 Nagata 永田雅宜

定理 0.0.1: 数论 + 代数几何: Fermat 大定理

an + bn = cn, n ≥ 3 无正整数解.

vii



CHAPTER 0. 交换代数 (“神学”) 的优势

猜想 0.0.1: Frey 猜想

Fermat 方程有正整数解 =⇒ 椭圆曲线 y2 = x(x− an)(x+ bn)(在 Q 上) 不是

模曲线.

解决:

第 1 步: 证明 Frey 猜想 (by Ribet).

第 2 步: 任意椭圆曲线上模曲线 (by Wiles).

核心工具: 交换代数.

viii 交换代数 2024 春



课程简介

注解 0.2: 主要内容

Hilbert 四大定理 +IT(不变理论)
基定理 零点定理 Syzygy 定理 多项式定理 ⇓
↘ ↙ ↘ ↙

{
表示论
Galois 理论Noether 环/有限长度模理论 (PID 升级) 同调代数及其应用

+ 整扩张 (域的代数扩张升级)
局部化 (分式域升级)

⇓
“俯视” 抽象代数

注解 0.3: 参考书

1. GTM 150 Eisenbud 交换代数 (1-4 章)

2. 丘赛考纲

3. Invariant theory (Neusel)

4. Atiyah.

注解 0.4: 目标

1. 对接 Eisenbud-Borcherds 体系 (UC Berkeley)

2. 丘赛.

ix



CHAPTER 0. 课程简介

注解 0.5: 考核

50(平时) 50(考试) 作业 : 5× 10
本科生论坛 : 25
丘赛 : 50

100 : 60 + 40
必答 选答

(最多两题)
4× 15 4× 20

100/140

x 交换代数 2024 春



Chapter 1

交换代数简介, 抽象代数复习

1.1 群作用

定义 1.1.1: 群作用

σ : G×X → X, (g, x) 7→ g · x 称为群作用, 如果满足:

1. (gh) · x = g · (h · x), ∀g, h ∈ G, x ∈ X(左作用),

2. e · x = x, ∀x ∈ X.

这样的 X 称为 G− 集合.

定义 1.1.2: 群轨道

给定 x ∈ X,G · x = {g · x|g ∈ G} 称为过 x 的轨道.

定义 1.1.3: 稳定化子

给定 x ∈ X,Gx = {g ∈ G|g · x = x} 称为 x 处的稳定化子.

性质 1.1.4

∀ 给定 x, y ∈ X, 若 G · x ∩G · y 6= ∅, 则 G · x = G · y(⇐⇒ X 可以分解为不同轨道

的不交并).

1



CHAPTER 1. 交换代数简介, 抽象代数复习

性质 1.1.5

∀x ∈ G,G · x→ G/Gx, g · x 7→ gGx 为双射 (轨道 ⇐⇒ 齐性空间).

注解 1.1

应用:

1. 解释其它数学概念,

2. 数论, 集合, 组合 · · ·

例 1.1.1

仿射空间: A 为点集, ∃ 相伴的向量空间 V , 满足: A× V → A, (a, v) 7→ a+ v,

1.a+ 0 = a, ∀a ∈ A(x · e = x)

2.(a+ v) + w = a+ (v + w)((xg1)g2 = x(g1g2))

群作用
3.∀a ∈ A, V → A : v 7→ a+ v 是双射 (自由, 可迁).

(单射 ⇐⇒ 自由: xg = x =⇒ g = e)“消去律”

(满射 ⇐⇒ 可迁: x, y ∈ A =⇒ ∃g ∈ G 使得 y = xg)“轨道唯一”

作业 1.1

集合 A 是仿射空间 ⇐⇒ ∃ 向量空间 V , 使得 V 在 A 上的加法群作用是自由且可迁

的.

例 1.1.2

1. Lagrangian 定理,

2. Fermat 小定理,

3. Cauchy 定理.

2 交换代数 2024 春



CHAPTER 1. 交换代数简介, 抽象代数复习

定理 1.1.6: Lagrangian 定理

G 是有限群, H 是 G 的子群, 则 |H| | |G|.

考虑群作用 H × G → G, (h, g) 7→ hg. 由性质1.1.4得 G =
⋃
g∈G

Hg, |G| =∑
g∈G

|Hg|, 且 ∀g, g′ ∈ G, |Hg| = |Hg′| =⇒ |H| | |G|.

交换代数 2024 春 3



CHAPTER 1. 交换代数简介, 抽象代数复习

定理 1.1.7: Fermat 小定理, Cauchy 定理

p ∤ n, p 为素数, n ∈ N∗, 则 np−1 ≡ 1 (mod p).

G 是 n 阶有限群, p|n, 则 G 中包含 (至少 p− 1) 个 p 阶元素.

设 G 是 n 阶群, p 为素数. 令 X = {(x0, · · · , xp−1) ∈ Gp : x0x1 · · ·xp−1 =

e}(X不是Gp的子群). 考虑群作用:σ : Z/pZ × X → X, ([i], (x0, · · · , xp−1)) 7→

(xi, · · · , xp−1, x0, · · · , xi−1). 由性质1.1.5得 ∀x ∈ X, 轨道 Ox 满足 |Ox| |p =⇒

|Ox| = 1或p,由性质 1.1.4得 np−1 = |X| =
轨道的计数

↑

# (|Ox| = 1)+p·#(|Ox| = p).

特别地 |Ox| = 1⇐⇒ Ox{(g, · · · , g)|gp = e}.

情况 1: p ∤ n =⇒Fermat 小定理.

只需证: #(|Ox| = 1) = 1. 由于,
∣∣O(e,e,··· ,e)

∣∣ = 1, 故 #(|Ox| = 1) ≥ 1. 假设

#(|Ox| = 1) > 1, 则 ∃q 6= e 使得 gp = e. 由 Lagrangian 定理, g 生成的循环

子群满足 p = |〈g〉| |n, 矛盾.

情况 2: p|n =⇒Cauchy 定理

假设 G 中不存在 a 6= e 使得 ap = e, 则 #(|Ox|) = 1(即 x = (e, · · · , e)). 故

np−1 = 1 + p · (|Ox| = p), 由于 p|np−1 =左边, 但 p ∤右边, 矛盾.

注解 1.2

若要避免此矛盾, 则需 #(|Ox| = 1) = kp, k ∈ N∗ =⇒ p 阶元素个数最

少是 p− 1 个.

作业 1.2

求证上述证明中的 σ 是群作用, 要验证良定义, 即 Imσ ⊂ X.

4 交换代数 2024 春



CHAPTER 1. 交换代数简介, 抽象代数复习

1.2 环论

注解 1.3

在本门课中, 如无特殊约定, 环指的是

多项式函数性质
代数↔几何

多项式函数环↔概形⊃簇
↓

交换幺 环.

定义 1.2.1: 交换幺环:R,+, ·

1.(R,+)是交换群

2. ·满足结合律

3.分配律


4.交换律ab = ba

5.乘法单位元1 · a = a = a · 1.

注解 1.4: 关于非幺环

没有 1 的环可以 “嵌入”(单同态) 到幺环, 但性质不一定保持不变.

定义 1.2.2: Dorrol 嵌入

设 R 是没有 1 的环, 考虑幺环 Z×R, (n, a) + (m, b)
def
= (m+ n, a+ b), (n, a) ·

(m, b)
def
= (mn,nb+ma+ ab),乘法单位元是(1, 0R).

注解 1.5: 关于非交换环 (李代数, 量子群, 非交换几何 · · · )

1. 一些非交换环具有一定 “交换性”, 亦可诱导交换环. 微分算子环 A =

R[x1, · · · , xn,
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
] ≈ 交换环. xixj = xjxi,

∂

∂xi
xi = xi

∂

∂xi
+

1(Leibniz 法则), [
∂

∂xi
, xi]

↓
交换子

= 1.

(例如 ∂

∂xi
(xi, f) = xi

∂f

∂xi
+ f .)

2. 非交换环交换化 −→ 滤子.

A0 = R[x1, · · · , xn] ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ A,Ai
def
= {a ∈ A : [a, f ]

def
= a · f − f · a ∈ Ai−1, ∀f ∈

交换代数 2024 春 5



CHAPTER 1. 交换代数简介, 抽象代数复习

A0}, AC = A0 ⊕A1/A0 ⊕A2/A1 ⊕ · · · 是交换环.

例 1.2.1

A1 = A, 在 A1/A0 中 [1] = [0] =⇒ ∂

∂xi
xi = xi

∂

∂xi
, AC =

R[x1, · · · , xn][y1, · · · , yn] −→ 环扩张.

6 交换代数 2024 春



Chapter 2

交换代数简介 (UFD, Dedekind 整

环及其在数论上应用)

定义 2.0.1: 子环

交换幺环的子集且为幺环称为子环.

注解 2.1

理想不被视为子环.

2.1 多项式的不变子环

作业 2.1

设 G 是群, S = k[x1, · · · , xn], G× S → S 是群作用, SG def
= f ∈ S : g · f = f, ∀g ∈ G.

问题: SG 是不是 S 的子环? 什么条件可以使得 SG 是 S 的子环?

7



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

例 2.1.1

G = Sn, V = kn = Spank{e1, · · · , en}, 群作用:

G× V → V ⇝
诱导

G× V
∗ → V

∗
(对偶表示) ⇝

诱导
G× k[x1, · · · , xn]→ k[x1, · · · , xn]

(σ, (e1, · · · , en) 7→ (eσ(1), · · · , eσ(n))) σ(xi)(e1, · · · , en)
def
= xi(σ

−1
(e1, · · · , en)) σ

(∑
i

αi1,··· ,inx
i1
1 · · · x

in
n

)
def
=
∑
i

αi1,··· ,inσ(x1)
i1 · · · σ(xn)

in

= xi(eσ−1(1)
, · · · , e

σ−1(n)
) = x

σ−1(i)
(e1, · · · , en) =

∑
i

αi1,··· ,inx
i1
σ−1(1)

· · · xin
σ−1(n)

注解 2.2

第一列的式子 ⇐⇒ 群表示: G → GL(V ), σ 7→ ((e1, · · · , en) 7→

(eσ(1), · · · , eσ(n))).

SG = k[s1, · · · , sn], si 是 i 次对称多项式, 是 k[x1, · · · , xn] 的不变子环.

注解 2.3

si 代数无关.

定义 2.1.1: 环同态

R,S 是环 (交换幺环). ϕ : R→ S 称为环同态, 若:

1.ϕ(r + r′) = ϕ(r) + ϕ(r′)

2.ϕ(rr′) = ϕ(r)ϕ(r′)

3.ϕ(1) = 1.?

若 ϕ 为双射, 则称为环同构.

例 2.1.2

Z→ Z, n 7→ 0 不视为环同态.

定理 2.1.2: 环同态定理

ϕ : R→ S 是环同态. kerϕ = {r ∈ R|ϕ(r) = 0}, 则 R/ kerϕ ∼= Imϕ.

8 交换代数 2024 春



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

例 2.1.3

R[x]→ C, f(x) 7→ f(i) =⇒ kerϕ = g(x)(x2 + 1) = (x2 + 1),R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

2.2 理想与商环

定义 2.2.1: 理想

I / R :

1.I 是 (R,+) 的子群

2.IR ⊂ I(乘法 “黑洞”).

定义 2.2.2: 商环

R/I
def
= {a+ I : a ∈ R} ⇐⇒ I是R的理想.

2.2.1 素理想与极大理想

定义 2.2.3: 素元

a ∈ 整环 R∗\
可逆元

↓

U , a|xy =⇒ a|x 或 a|y.

定义 2.2.4: 素理想

I 是环 R 理想 (I 6= R), 若 ab ∈ I =⇒ a ∈ I 或 b ∈ I, 则称 I 是素理想.

注解 2.4

引理 1. a 是素元 =⇒ (a) 是素理想.

反之, (0) 是任何整环素理想, 但 0 不是素元.

定理 2.2.5

I 是 R 理想, I 是素理想 ⇐⇒ R/I 是整环.

交换代数 2024 春 9



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

定义 2.2.6: 极大理想

I 是环 R 在真包含关系 (偏序) 下的极大理想.

定理 2.2.7

I 是 R 理想, I 是极大理想 ⇐⇒ R/I 是域.

=⇒ 极大理想是素理想.

反之, (0) 是任意整环的素理想, 但不一定为极大理想.

例 2.2.1

环 R 素理想的集合称为素 谱
(特征值)

, 记为 SpecR.

R (Zariski) 拓扑空间 (几何), p ∈ R 点;

R 函数空间 (代数), r ∈ R 函数.

1. R = Z, SpecR = {(0), (2), (3), (5), · · ·︸ ︷︷ ︸
素数

}.

(2) (3) (5) (7)

其中 (0) ⊂ (p), (0) −→ “泛点”, (p) −→ “闭点”.

2. A : n× n 复矩阵, λ1, · · · , λi : A 的谱 (所有特征根).

C[A] def
= {p(A) : p ∈ C[x]} ∼= C[x]/(A的 极小多项式

↓

(x− λ1
↓

特征根

)

重数
↑
ni (x−λ2)n2 ···(x−λi)ni

)

考虑环同态 C[x] φ−→ C[A], x 7→ A, 满同态, kerϕ = {f ∈ C[x] : f(A) = 0} =(
↖
极小

多项式).

SpecC[A] ∼= {(x− λ1
↓

A的谱

), · · ·, (x− λi
↓

A的谱

)}(幂零环,(0)/∈ SpecC[A]).

作业 2.2

R = C[x, y], 写出 SpecR 以及哪些素理想是极大理想?

10 交换代数 2024 春



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

2.3 Euclidean, PID, UFD 与 Noether 环

注解 2.5

Euclidean ⊂
循环群
推广↓

PID ⊂ UFD
Noether 环

↓

⊂ 整环

可做带余除法 所有理想为主理想
1. 不可约元为素元
2. 主理想升链稳定

↓推广 ↓推广
Noether 环: 所有理想有限生成 ⇐⇒所有理想升链稳定

例 2.3.1: Euclidean 整环与复平面开覆盖

给定一复平面格点.

纲领: 复平面是否可以由格点为圆心的单位开圆盘覆盖?⇐⇒ Z[
√
−n] 是不是 Eu-

clidean 整环?

1

√
−n

O

−
√
−n

√
−n

2
√
−n

1−1

例 2.3.2

Z[
√
−1] 是 Euclidean 整环, 对 ∀a, b ∈ Z[

√
−1] ⊂ C, 令 g′(a) = |a|2. 由于复平面可以

被圆心为 m+ n
√
−1 的单位开圆盘覆盖.

∃q ∈ Z[
√
−1], 使得 a

b
= q +

r

b
,
∣∣∣r
b

∣∣∣2 < 1 =⇒ a = bq + r 使得 r ∈ Z[
√
−1]且 |r|2 <∣∣b2∣∣ =⇒ Z[

√
−1] 是 Euclidean.

交换代数 2024 春 11



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

O

√
−1

1 q

a

b

作业 2.3

求证: Z[
√
−2],Z

[
1 +
√
−3

2

]
是欧氏环, Z[

√
−3] 不是欧氏环.

例 2.3.3

性质 2.3.1

Z[
√
−1] 是 UFD=⇒Fermat 平方和定理 (若 p = 4k + 1 为素数, 则 p = m2 +

n2,m, n ∈ Z).

(Z/pZ)∗ = {1, 2, · · · , p− 1} 关于乘法为循环群 〈g〉, 阶数被 4 整除 =⇒ 存在阶

数为 4 的元素 a = gk =⇒ a2 阶数为 2.

a2 = p− 1 =⇒ a2 = −1 + np =⇒ a2 + 1 = np, (a+
√
−1)(a−

√
−1) = np

由于 p|(a +
√
−1)(a −

√
−1) 但 p ∤ a +

√
−1, a −

√
−1, 故 p 不是素元. 由于

Z[
√
−1] 是 UFD, p 可约, 故存在不可约分解.

p = (x+y
√
−1)(x−y

√
−1) u

↓
单位:±1,±

√
−1

=⇒ p = |p| =
∣∣x+ y

√
−1

∣∣ ∣∣x− y
√
−1

∣∣ = x2+y2

12 交换代数 2024 春



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

2.4 UFD 的推广: Dedekind 整环

2.4.1 推广 1: 元素运算  
推广
理想的运算

注解 2.6

理想运算 直观 例:Z
I ∩ J 最小公倍 4Z ∩ 6Z = 12Z

I + J
def
= {i+ j : i ∈ I, j ∈ J} = (I, J) 最大公约 4Z+ 6Z = 2Z

I · J def
= ({ij : i ∈ I, j ∈ J}) −→生成 乘法 4Z · 6Z = 24Z

定理 2.4.1: 中国剩余定理

若 I + J = R
↓

满同态

, 则 R/I ∩ J ∼= R/I ×R/J .

注解 2.7

若 R = Z, 即为数论上的中国剩余定理.

R → R/I × R/J, r 7→ (r + I, r + J) 是满同态, ker = I ∩ J =⇒ R/I ∩ J ∼= R/I × R.

理想类固定整环 R, 理想 I ∼ J
def⇐=⇒ ∃α, ρ ∈ R∗, 使得 αI = ρJ , R 中理想关于 ∼ 的

等价类.

注解 2.8

若 R 是 PID, 则 R 的理想类唯一. (2Z ∼ 3Z ⊂ Z.)

2.4.2 推广 2: UFD Dedekind 整环

定义 2.4.2: Dedekind 整环

整环 R 的任意非零理想都可以唯一分解为素理想的乘积.

交换代数 2024 春 13



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

例 2.4.1

Z[
√
−5] 不是 UFD: 6 = 2 × 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5), 但 ∀I =

p1
‖

(2, 1 +
√
−5)m1 =

p2
‖

(2, 1−
√
−5)m2

p3
‖

(3, 1 +
√
−5)m3

p4
‖

(3, 1−
√
−5)m4 .

特别地, (2) = p1p2, (3) = p3p4, (1 +
√
−5) = p1p3, (1−

√
−5) = p2p4.

注解 2.9

UFD6⊂Dedekind 整环, 例:k[x, y].

(x) ∈ SpecR ⊂ (x, y).

UFD∩Dedekind=PID.

结论 2.4.3: Dedekind 整环的重要性

1. 理想类关于乘法构成群.

例 2.4.2

Z[
√
−5] 只有 2 个理想类:

主理想
↑

C1 ,

非主理想
↓

C2 . 乘法满足

· C1 C2

C1 C1 C2

C2 C2 C1

∼= Z/2Z

注解 2.10

R 的理想类群平凡 ⇐⇒ R 是 PID.

2. 对应光滑曲线.
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CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

代数等价定义: R 整环满足:

1.R : Noether 环

2.SpecR中除(0)外都是极大理想 ↔ dim1

3.R↔ FracR
↓

分式域

是整扩张 ↔不光滑集:codim2

l
光滑曲线

2.5 代数数论中的应用

定理 2.5.1

m3 = n2 + 5 不存在整数解.

基于 UFD 的错误证明:

在 Z[
√
−5] 中进行因式分解 m3 = (n−

√
−5)(n+

√
−5), 由于 n−

√
−5 与 n+

√
−5

互素, 若 Z[
√
−5] 是 UFD↘

n−
√
−5 = (d+ e

√
−5)3 =⇒ e2 =

4

3
或2 =⇒不存在整数解

用 Dedekind 整环的更正:

(m)3 = (n −
√
−5)(n +

√
−5) =⇒ (n −

√
−5) = I3 ⊂ Z[

√
−5], 考虑 Z[

√
−5] 理想类

群乘法表
· C1 C2

主理想类←− C1 C1 C2

非主理想类←− C2 C2 C1

∼= Z/2Z

1. I 是主理想 ∈ C1, 则 I = (d+ e
√
−5), 由同方法可得, 不存在整数解.

2. I 不是主理想 ∈ C2, 则 I3 = I2 · I ∈ C2, 不是主理想, 而 (n−
√
−5) ∈ C1, 矛盾.

交换代数 2024 春 15



CHAPTER 2. 交换代数简介 (UFD, DEDEKIND 整环及其在数论上应用)

16 交换代数 2024 春



Chapter 3

不变理论与 Hilbert 基定理

定义 3.0.1: 代数

ϕ : R→ S 是环同态, S 称为 R− 代数.

注解 3.1

一个 R− 代数 S 自然满足:

存在群作用 R × S ↪→ S, (r, s) 7→ ϕ(r)s 使得, r(s + s′) = rs + rs′, (r + r′)s =

rs+ r′s, (rr′)s = r(r′s), 1 · s = s.

定义 3.0.2: 代数的生成

若 R− 代数 S = R[s1, s2, s3, · · · ],
不一定有限︷ ︸︸ ︷

s1, s2, s3, · · · ∈ S, 则称 s1, s2, · · · 是 R− 代数的生

成元.

注解 3.2

同态  
诱导
群作用  

复合 +
(直观上的) 多项式

17
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例 3.0.1

1. 任意环 S 是 Z− 代数, ϕ(n) = n · 1R.

2. 任意环 S 是其子环 R 的 R− 代数.

3. 多项式环 R[x1, · · · , xn] 是 R− 代数, ϕ(α) = α, α ∈ R.

定义 3.0.3: 代数同态

设 S, S′ 是 R− 代数, ϕ : S → S′ 若满足 ϕ(rs) = rϕ(s), ∀r ∈ R, s ∈ S, 则称 ϕ 为 R−

代数同态.

3.0.1 理想 vs 代数

例 3.0.2

F[x, y] 是代数 (F 是域).

y4 xy4 x2y4 x3y4 x4y4

y3 xy3 x2y3 x3y3 x4y3

y2 xy2 x2y2 x3y2 x4y2

y xy x2y x3y x4y
1 x x2 x3 x4

凸集 (包含上方及右侧所有元素)(张成的向量空间)−→ 理想

凸点 −→ 极小元 (整除关系) −→生成元
l

理想升链极大元 (有限个, 由 Dickson 引理)

注解 3.3

有限生成理想 ∪F 是一个代数, 但不一定是有限生成代数.

(x)
⋃
∩

F[x,y]

F = F [x, xy, xy2, xy3, · · · ]∩
F[x,y]

不是有限生成子代数

18 交换代数 2024 春
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3.1 多项式环上的群作用

3.1.1 方式 1: 由群表示诱导

定义 3.1.1: 群表示

设 G 为群, GL(n,F) def
= {F上n× n可逆矩阵}, F 是域.((GL(n,F), ◦) 是一个群.) 群同

态 ρ : G→ GL(n,F) 称为 G 的一个表示. 若 ρ 为单射, 称为忠实表示.

3.1.2 群表示 vs 群作用

注解 3.4

引理 1. ∀g ∈ G 诱导了 Fn 上的线性变换, 即 g : Fn → Fn, v 7→ g · f def
= (ρ(g)vt)t, v =

(v1, · · · , vn) ∈ Fn.

引理 2. G的表示诱导了 Fn 上的线性群作用,即 G×Fn → Fn, (g, v) 7→ (ρ(g)vt)t, v =

(v1, · · · , vn) ∈ Fn.

非平凡群表示 线性群作用  非线性群作用
ρ : G → GL(n,F) G× Fn → Fn  G× (Fn)∗ → (Fn)∗  G× F[x1, · · · , xn] → F[x1, · · · , xn]

g 7→ ρ(g) (g, v) 7→ (ρ(g)vt)t (g, x(v)) 7→ x(g−1 · v)
(
g,
∑

αi1,··· ,inx
i1
1 · · ·xin

n

)
7→

∑
αi1,··· ,in(gx1)

i1 · · · (gxn)
in

性质 3.1.2

F[x1, · · · , xn]G
def
= {f ∈ F[x1, · · · , xn] : g · f = f, ∀g ∈ G} 是 F[x1, · · · , xn] 的子环, 亦

为 F− 代数, 称为不变子环.

g · 1 = g · (1 · 1) = (g · 1)2 =⇒ deg(g · 1) = 0, g · 1 = α ∈ F, α2 = α
非平凡
=⇒ α =

1, g · k = k, ∀k ∈ F =⇒ F ⊂ F[x1, · · · , xn]G, 对 ∀f1, f2 ∈ F[x1, · · · , xn]G, g(f1 − f2) =

g · f1 + g · (−f2) = f1 − f2 ∈ F[x1, · · · , xn]G, g(f1f2) = (g · f1)(g · f2) = f1f2 ∈

F[x1, · · · , xn]G =⇒ F[x1, · · · , xn]G 是子环. 又 F → F[x1, · · · , xn]G, k 7→ k 是环同态,

F[x1, · · · , xn]G 是 F− 代数.
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注解 3.5

由于 F[x1, · · · , xn]G/ ker ρ = F[x1, · · · , xn]G, 因此可以不妨设 ρ 是忠实表示.

作业 3.1

写清楚 G/ ker ρ× F[x1, x2, · · · , xn]→ F[x1, x2, · · · , xn], 并求证上述注解.

3.1.3 方式 2: 环自同构子群作用

定义 3.1.3

Aut(F[x1, · · · , xn]): 多项式环自同构群.

性质 3.1.4

令 G ⊂ Aut(F[x1, · · · , xn]), 群作用 G×F[x1, · · · , xn]→ F[x1, · · · , xn], (ϕ, f) 7→ ϕ(f)

的不变子集 F[x1, · · · , xGn 是 F[x1, · · · , xn] 的不变子环, 亦是 F− 代数.

ϕ(kf) = ϕ(k)ϕ(f) = kϕ(f)

ϕ(f1 + f2) = ϕ(f1) + ϕ(f2)

ϕ是线性作用

∀fG1 , fG2 ∈ F[x1, · · · , xn]G, ϕ(fG1 − fG2 ) = ϕ(fG1 ) − ϕ(fG2 ) = fG1 − fG2 ∈

F[x1, · · · , xn]G, ϕ(fG1 fG2 ) = ϕ(fG1 )ϕ(fG2 ) = fG1 f
G
2 ∈ F[x1, · · · , xn]G. F[x1, · · · , xn]G

是子环及 F− 子代数.

猜想 3.1.1: Hilbert 14 问题:

F[x1, · · · , xn]G 是不是有限生成 F− 代数?

例 3.1.1

G = Sn ↷ S = k[x1, · · · , xn], SG = k[s1, · · · , sn], si 是对称多项式 (代数无关).

20 交换代数 2024 春



CHAPTER 3. 不变理论与 HILBERT 基定理

例 3.1.2

G = An(交错群: 偶置换构成子群)⊂ Sn
限制作用↷ A = F[x1, · · · , xn].

定理 3.1.5

AG 是由 s1, · · · , sn 及 Vandermonde 行列式 ∇n =
∏
i<j

(xi − xj) 生成. 特

别地, 存在多项式 p(s1, · · · , sn) 使得 ∇n − p(s1, · · · , sn) = 0(当 n = 2 时,

∇2
2 = (x1− x2)2 = (x1 + x2)

2− 4x1x2 = s21− 4s2,∇2
2− 4e21− 4e2 = 0). 即存在

关系 (syzygy).

例 3.1.3

G = Z/3Z 作用在 A = C[x, y], 1 · (x, y) = (ωx, ωy), ω3 = 1, ω = e 2
3πi, xayb ∈ AG ⇐⇒

3|a+ b.

定理 3.1.6

AG 是由 x3, x2y, xy2, y3 有限生成的 C− 代数.

令 z0 = x3, z1 = x2y, z2 = xy2, z3 = y3, z0, · · · , z3 蕴含关系
z0z3 − z1z2 = 0

z0z2 − z21 = 0

z1z3 − z22 = 0

(3 个 1 阶 syzygy).

令
a1 = z22 − z1z3
a2 = z0z3 − z1z2
a3 = z21 − z0z2

=⇒ a1, a2, a3 蕴含关系:


z1a1 + z2a2 + z3a3 = 0

z0a1 + z1a2 + z2a3 = 0

(2

个 2 阶 syzygy).

例 3.1.4: 二项式的不变理论

SL(2,C) =

(
m n
p q

: mq − pn = 1,m, n, p, q ∈ C
)
, Vd =

C[x, y]d(d阶齐次多项式 d+ 1维向量空间,∼= Cd+1).
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定义 SL(2,C) 在 C[x0, · · · , xd] 上的群作用如下:

第一步:
SL(2,C)× C2 → C2  

诱导
SL(2,C× Vd → Vd

(A, v) 7→ Av

第二步:

g · f(v) = f(g−1v), f ∈ Vd, v ∈ C2, g ∈ SL(2,C)  
诱导

SL(2,C)× C[x0, · · · , xd] → C[x0, · · · , xd]

向量空间 −→ 多项式 (∼= 向量空间)

第三步:

g · j(f) = j(g−1f)∀j ∈ C[x0, · · · , xd]

当 d = 2, V2 = {f = a0x
2+2a1xy+a2y

2, ai ∈ C},验证:j(f) = a21−a0a2 ∈ C[a0, a1, a2]

是不变的.

SL(2,C) ↷ C[a0, a1, a2]

g =

(
m n
p q

)
,mq − pn = 1, g · v =

(
m n
p q

)(
x
y

)
=

(
mx+ ny
px+ qy

)
↑ x
y



g−1 · f(v) = f(g · v) = a0(mx+ ny)2 + 2a1(mx+ ny)(px+ qy) + a2(px+ qy)2

= (a0m
2+2a1mp+a2p

2)x2+2(a0mn+a1np+a1mq+a2pq)xy+(a0n
2+2a1nq+a2q

2)y2

j(g−1f) = (a0mn+a1np+a1mq+a2pq)
2−(a0m2+2a1mp+a2p

2)(a0n
2+2a1mq+a2q

2)

= (a21 − a0a2)(mq − np)2 = a21 − a0a2 = j(f)

定理 3.1.7

C[a0, a1, a2]SL(2,C) = C[a21 − 2a0a2].
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定理 3.1.8

d 生成元个数
3 1
4 2
5 4
6 5
7 30
8 9
9 92

(对 d 充分大的情形) 最少 d 个, 上界 ≤ d6(有限生成, Gordan−→Hilbert).

定理 3.1.9: IT 基本定理

F 是特征 0 域, S = F[x1, · · · , xn], G ⊂ Aut(F[x1, · · · , xn]) 是有限群, 则 SG 有限生

成.

关键点 1: 将环分次.

F[x1, · · · , xn] = R0 ⊕R1 ⊕R2 · · ·
∪ 0 次 ‖ 1 次∪ ∪2 次

F[V ]G = I0 ⊕I1 ⊕I2 · · ·
‖
F

↘→分次环

设 J 是 F[x1, · · · , xn] 中由 I1, I2, · · · 生成的理想.

J = SI1 + SI2 + · · · ⊂ F[x1, · · · , xn]

关键点 2: Hilbert 基定理: F[x1, · · · , xn] 任意理想有限生成 (Noether 环).

由 Hilbert 基定理, 可设 J = (a1, · · · , ak). 下证: SG = F[a1, · · · , ak], 即对 ∀f ∈

SG, f ∈ F[a1, · · · , ak]. 对 deg f 进行归纳证明:

1. 若 deg f = 0, f ∈ F ⊂ F[a1, · · · , ak] 自然成立.

2. 假设若 deg f ≤ m, 都有 f ∈ F, 对于 deg = m+ 1 > 0 的 f ∈ SG 有

f = fdeg=0 +fdeg>0 ∈ J
= c0 +a1c1 + a2c2 + · · ·+ akck, ck ∈ F[x1, · · · , xn]
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关键点 3: 应用平均 (缠结, Reynold) 算子, πG : S → SG, f 7→ 1

|G|
∑
g∈G

g · f .

f = πG(f) = πG(a1c1) + · · ·+ πG(akck) + c0 =
∑
i

1

|G|
∑
g∈G

ai
‖

(g · ai)(g · ci) + c0

= a1π
G(c1) + · · ·+ akπ

G(ck) + c0

由于 πG ∈ SG, 且 deg ≤ m, 根据归纳假设, πG(ci) ∈ F[a1, · · · , ak], ∀i. 因此 f ∈

F[a1, · · · , ak].

注解 3.6

1. 若 G 非有限群的约化群, 1

|G|
∑
g∈G

g · f =

∫
G

g · fdg
紧李群(SU(n))

(不变积分).

2. F 特征 p, 若 p ∤ |G| 时, 亦成立.
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Chapter 4

Hilbert 基定理证明与 Gröbner 基

4.1 Noether 环与 Hilbert 基定理

4.1.1 Noether 环的等价定义

性质 4.1.1

下列命题等价:

1.R 的任意理想是有限生成的,

2. 任意严格递理想升链 I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · 的长度是有限的.

3. 设 S = {R中的所有理想},⊂ 是序关系, S 的任意非空子集有极大元.

1 =⇒ 2

对于任意给定的严格理想升链, 由升链条件得, I =
⋃
i∈N∗

Ii 是理想.

注解 4.1

一般地, 理想的并不是理想.

由 1 得, I 是有限生成的, 设生成元是 a1, · · · , ak, 由于每一个 ai 必属于某一个 Ij , 故

∃n ∈ N∗, 使得 In 包含所有 ai, 故升链长度有限.

2 =⇒ 1
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CHAPTER 4. HILBERT 基定理证明与 GRÖBNER 基

不妨设 I 为 R 的非零理想. 取 I 中的非零元 a1, 若 I 6= (a1), 继续取 a2 ∈ I 使

得 a2 /∈ (a1), 若 I 6= (a1, a2), 继续取 a3 ∈ I 使得 a3 /∈ (a1, a2), 以此类推, 则得

到严格升链 0 ⊂ (a1) ⊂ (a1, a2) ⊂ · · · , 由2得长度有限, 故在某一个 ak 终止. 故

I = (a1, · · · , ak) 为有限生成理想.

注解 4.2

2⇐⇒ 3 与环结构无关, 适用于所有偏序集.

2 =⇒ 3, 对 S 的任意非空子集 T , 取 I1 ∈ T , 若 I1 不是极大元, 则 ∃I2 使得 I1 ⊂ I2,

若 I2 仍不是极大元, 则 ∃I3 使得 I1 ⊂ I2 ⊂ I3, 假设没有极大元, 则得 ∞ 长度的升链,

矛盾.

3 =⇒ 2, 考虑升链 I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · , 选取 ({Ik,⊂}) 中的极大元 Im =⇒ 升链终止

于 Im =⇒ 长度有限.

注解 4.3

2中升链有限长 ⇐=
=⇒× 降链有限长 (Artin 环).

例 4.1.1

Z 是 Noether 环但 (2) ⊃ (4) ⊃ (8) · · · 是无穷降链.

4.1.2 Hilbert 基定理

注解 4.4: 动机

1. 不变理论:S = k[x1, · · · , xn], 证明 SG 有限生成.

2. 设 X 是多项式集 K ⊂ S 的公共零点集

称为(K的)代数集
↓

V (K)
def
= {p ∈ Fn : f(p) = 0, ∀f ∈

K}, 则 X 是有限个多项式 f1, f2, · · · , fm
↓

(K)=(f1,f2,··· ,fm)

的代数集.
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定理 4.1.2

R 是 Noether 环 =⇒ R[x] 是 Noether 环 =⇒ R[x1, · · · , xn] 是 Noether 环.

设 I 是 R[x] 的理想, 分次: I = I0
0 次

+ I1
1 次

+ · · ·+ Ik
k次

.

J0 = { I0首系数
(即所有f(x)= a0 ∈I)

}

J1 = { I1首系数
(即所有f(x)= a1 x+a0∈I)

} ∪ {0}

J2 = { I2首系数
(即所有f(x)= a2 x2+a1x+a0∈I)

} ∪ {0}

· · ·

Jk = {Ik首系数} ∪ {0}

由 I 是 R[x] 的理想得 Jk 是 R 的理想 (RI ⊂ I), 且 J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ J3 · · · (xIk ⊂

I =⇒ xIk ⊂ Ik+1 =⇒ Jk ⊂ Jk+1), 由 R 是 Noether 环得 Jk 有限生成且 J0 ⊂ J1 ⊂

J2 · · · ⊂ Jn 长度有限.

下面构造 I 的生成集. 令

S0 = {J0生成元所对应的I0中代表元} ⊂ I(有限集)

S1 = {J1生成元所对应的I1中代表元} ⊂ I(有限集)

(a1 ∈ J1 =⇒任取 1 个代表元a1x+ a0 ∈ I1)

...

S n
↓

长度有限

= {Jn生成元所对应的 In
↓

有限集

中代表元} ⊂ I(有限集)

令 S =
n⋃
k=0

Sk(有限集), 下证 I = (S). 对 ∀f = amx
m + am−1x

m−1 + · · · + a0 ∈ I. ∃

多项式 g ∈ (S) 使得 f 与 g 的首系数相同.
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若 m ≤ n, 则 am ∈ Jm, 令 f1 = g ∈ (S).

若 m > n, 令 f1 = gxm−n ∈ (S).

则 f − f1 的最高次项被消去, 故 deg(f − f1) < deg f . 由于 f − f1 ∈ I, 依相同方法,

可继续降低次数, 并在最多 deg f 步内将次数降为 0.

故 f − f1 − f2 − · · · − fk = 0 =⇒ f = f1 + f2 · · ·+ fk ∈ (S) =⇒ I ⊂ (S) ⊂ I = (S).

作业 4.1

设 R 是 Noether 环, 求证: R 的形式幂级数环 R[[x]] 是 Noether 环.(提示: 考虑常数

项生成的理想.)

4.1.3 Hilbert 基定理的推论

性质 4.1.3

若环 R 是 Noether 环, 则 R/I 为 Noether 环.

由于 R/I 的理想与 R 中包含的理想 1− 1 对应, 故 R/I 中的理想有限生成. J + I ⊂

R/I ←→ I + J ⊂ R.

性质 4.1.4

Noether 环的同态像是 Noether 环.

ϕ : R→ S, Imϕ ∼= R/ kerϕ, 由性质4.1.3得证.

定理 4.1.5

设 R 为 Noether 环, 若 S 是一个有限生成的 R− 代数, 则 S 是 Noether 环.

设 S = R[s1, · · · , sn], s1, · · · , sn ∈ S. 则 ϕ : R[x1, · · · , xn] → R[s1, · · · , sn], f 7→

f(s1, · · · , sn) 是环同态. 由同构定理 S ∼= R[s1, · · · , sn]/ kerϕ. 由性质4.1.3, S 是

Noether 环.
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4.2 Gröbner 基的存在性与域上的 Hilbert 基定理

定义 4.2.1: 字典序

考虑 F[x1, · · · , xn] 中的单项式,
m1
‖

Axa11 x
a2
2 · · ·xann >

lex

m2
‖

Bxb11 x
b2
2 · · ·xbnn

def⇐=⇒ a1 >

b1或a1 = b1且a2 > b2, · · · ,即第一个不同的ai 6= bi有ai > bi.

定义 4.2.2: 次数字典序

m1
‖

Axa11 x
a2
2 · · ·xann >

grlex

m2
‖

Bxb11 x
b2
2 · · ·xbnn

def⇐=⇒ degm1 > degm2或degm1 =

degm2且m1 >
lex

m2.

定义 4.2.3: 整除偏序

m1 <
div

m2 ⇐⇒ m1|m2.

定义 4.2.4: 单项式序

单项式集合上的全序满足:

1. m ≥ 1, ∀m = Axa11 · · ·xann ,

2. 若 m1 ≥ m2, 则 mm1 ≥ mm2 对所有 m.

结论 4.2.5

字典序, 次数字典序都是单项式序, 整除偏序不是单项式序.

定义 4.2.6: Gröbner 基

设 < 是 F[x1, · · · , xn] 中单项式序, f ∈ F[x1, · · · , xn] −→ LT(f)
def
= f的首项, I 是

F[x1, · · · , xn] 的理想 −→ LT(I)(LT(f) : f ∈ I) −→生成理想.

{g1, · · · , gn} 称为 I 的 Gröbner 基, 若 g1, · · · , gn 生成 I 且 LT(g1), · · · ,LT(gn) 生成

LT(I).
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4.2.1 Gröbner 基的优势

例 4.2.1

令 I 是 F[x, y] 中由
非 Gröbner 基

↑

g1 = xy + 1, g2 = x+ y 生成的理想, 令 f = x2y + y, 考虑 f 是

否属于 I.

f = x2y + y, g1 = xy + 1, g2 = x + y

f = x2y = xg1 −x + y = xg1 − g2 + 2y

或 = xy(x+ y)− xy2 + y = xyg2 − yg1 − 2y

f = fI + r, fI ∈ I, r与带余除法顺序选取有关

定理 4.2.7

固定 F[x1, · · · , xn] 上的单项式和理想 I 的 Gröbner 基 {g1, · · · , gm}, 则

1. 任意 f ∈ R 可以唯一分解为 f = fI + r, 其中 fI ∈ I, 且对任意 gi,LT(gi) ∤ r 中任

意单项式, 即 fi 和 r 与带余除法中 gi 顺序的选取无关.

2.f ∈ I ⇐⇒ r = 0.

1. 对 g1, · · · , gm 做带余除法, ∃ 分解 f = fI + r = f ′
I + r′, 则 LT(r − r′) ∈ LT(I) 则

单项式 LT(r − r′) = mLT(gi),m 是单项式. 由于 LT(gi) ∤ LT(r), 且 LT(gi) ∤ LT(r′).

同理, r 中各单项式都相同.

2.⇐= 定义可得.

=⇒ f = fI + 0 是唯一分解, r = 0.

4.2.2 域上加强版的 Hilbert 基定理

定理 4.2.8

对 ∀ 理想 I ⊂ F[x1, · · · , xn], I 存在 Gröbner 基.

引理 1. 若 g1, · · · , gm ∈ I 满足 (LT(g1), · · · ,LT(gm) = LT(I)), 则 I = (g1, · · · , gm).

证明 1. 对 ∀f ∈ I, 由带余除法 f = c1g1 + · · · + cmgm + r, 则 r ∈ I, 且 LT(r) ∈
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LT(I) = (LT(g1), · · · ,LT(gm). 故 ∃i,LT(gi)|LT(r). 又由带余除法定义 r = 0, 故

f ∈ (g1, · · · , gm).

引理 2 (Dickson 引理). 设 S 为 F 上的任意单项式集合, 则 S 在整除的偏序关系下

只有有限个极小元.

证明 2. (以 F[x, y] 为例)

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)

1. 将 x, y 的次数在格点上作图.

2. 圈出 S 最左侧一列最下方的点 (k1,m1), 并划去 S 中 (k1,m1) 包含边界在内右上

方的所有点 (即 > xk1ym1 的所有点).

3. 圈出剩下点中最左侧一列最下方的点 (k2,m2) 并划去右上方的点.

4. 按相同方法继续选点, 由于 m1 > m2 > m3 · · · 故有限步内 mn = 0.

注解 4.5

对 n 元多项式只需在 n 维格点上用相同方法.

由 Dickson 引理,
字典序

↓

LT(I) 由有限个

整除偏序
↓

极小元L1, · · · , Lm 生成. 由引理 1, 只需选取

g1, · · · , gm ∈ I, 使得 LT(g1) = L1, · · · ,LT(gm) = Lm, 自然满足:I = (g1, · · · , gm).
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Chapter 5

Buchberger 算法, Noether 模

5.1 Hilbert 基定理的组合直观

5.1.1 R[x] 情形

性质 5.1.1

I ⊂ R[x], Ci = {
最高次系数

↑

LC (f) : deg f = i, f ∈ I} ∪ {0} ⊂ R.

Ci 构成 1− 叉树, Ci Ci+1
⇐⇒

1. 线代表偏序关系, xn|xn+1 且 Ci ⫋ Ci+1;

2. 每个点上被赋予了一个 有限生成集
↓

R是 Noether 环

.

Ci ←→ Gi
∩ ∩
Ci+1 ←→ Gi+1

Cn ←→ Gn
‖ ‖
Cn+1 ←→ Gn+1

...
∩
...
∩

∩
...
∩

−→生成元

−→生成元

R是 Noether 环 −→
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=⇒ C = (Gn), Gn 中每个元素 g 分别在 I 中找 1 个代表元 ig ∈ I, 则 I = (ig : g ∈

Gn) −→ 有限生成集.

当 R = F 时 Ci = Ci+1 = · · · = Cn+1, Gi = (1) = F.

5.1.2 R[x, y] 的情况

性质 5.1.2

I ⊂ R[x, y], ci,j = {LC(f) : f ∈ I,LT(f) = LC(f)xiyj} ∪ {0}.

图中的线 Ci,j Ci+1,j(Ci,j+1) ⇐⇒

1. xiyj |xi+1yj(xiyj+1), 且 Ci,j ⫋ Ci+1,j(Ci,j+1);

2. 每个点 Ci,j 被赋予生成集 Gi,j , 使得 Gi,j ⫋ Gi+1,j(Gi,j+1).

性质 5.1.3

R 是 Noether 环 =⇒

1. 每个极小元生成的 2− 叉树的节点有限;

2. 每个节点被赋予的 Gi,j 是有限集.

性质 5.1.4

Dickson 引理 =⇒ 极小元只有有限个 =⇒ 所有 Gi,j 的并是有限集, 设为 G. 在 G 中

每个元素 g 分别找一个 I 中的代表元 ig, 则 {ig : g ∈ G} 是 I 的有限生成集.

注解 5.1

R = F =⇒ 树变为有限个孤立点.
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注解 5.2

R[x1, · · · , xn] : 将图中的 2− 叉树改为 n− 叉树, 其他不变 =⇒ G 是有限集 =⇒ {ig}

是 I 上的有限生成集.

命题 5.1.1

Noether 环上多项式环理想的 n− 叉树结构?

5.2 Buchberger 算法: Gröbner 的计算

定义 5.2.1

对 f, g ∈ F[x1, · · · , xn], 定义: S(f, g) = M

LT(f)
f − M

LT(g)
g, 其中, M 是 LT(f),LT(g)

首 1 的最小公倍单项式.

定理 5.2.2

对任意给定单项式序 < 和理想 I,G = {g1, · · · , gn} 是 I 的生成元, G 是 Gröbner 基

⇐⇒ ∀i, j, S(gi, gj) 对 g1, · · · , gn 做带余除法, 余式为 0.

结论 5.2.3: Buchberger 算法

设 S(g1, g2) 对 G 的余式为 r12, 若 r12 6= 0, 令 g3 = r12, g 中加入 g3, 若 r12 = 0, G

不变. 设 S(g1, g3) 对新 G 的余式为 r13, 若 r13 6= 0, 令 g4 = r13, G 中加入 g4, 若

r13 = 0, G 不变. 按 (i, j) 的字典序, 持续对 S(gi, gj) 做带余除法并扩充 G, 直至满

足5.2.2中条件, 得到的 G 即为 Gröbner 基.
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G={g1,··· ,gn}
(使得I=(g1,··· ,gn))

S(gi,gj)
(gi,gj)是G中未计算过的元素中字典序下最小元

r = 0 r 6= 0

对 G 中元素做带余除法

G = G

G = G ∪ {r}

程序在有限步算完终止, 得到的 G 是 Gröbner 基, G = {g1, · · · , gn, gn+1, · · · , gm}.

例 5.2.1

F[x, y], <: 次数字典序, I = (f, g), f = x3 − 2xy, g = x2y − 2y2 + x, LT(f) =

x3,LT(g) = x2y,M = x3y,G = (f, g).

S(f, g) = y(x3−2xy)−x(x2y−2y2+x) = x3y−2xy2−x3y+2xy2−x2 = −x2 = 0f+0g+(−x2)

r1
def
= −x2.

=⇒ G(f, g, r1), S(f, r1) = (x3 − 2xy)− (−x)(−x2) = −2xy def
= r2

=⇒ G(f, g, r1, r2), S(f, r2) = y(x3 − 2xy)− (−1

2
)x2(−2xy) = −2xy2 = yr2

又S(g, r1) = (x2y − 2y2 + x)− (−y)(−x2) = −2y2 + x
def
= r3

=⇒ G = (f, g, r1, r2, r3), S(f, r3) = −y2(x3−2xy)−(−
1

2
x3)(x−2y2) = 2xy3+

1

2
x4 =

x

2
f+x2y+2xy3 =

x

2
f−xg+x3y+x2 = x

2
f−xg−(xy+1)r1

S(g, r2) = x2y − 2y2 + x+
1

2
x(−2xy) = −2y2 + x = r3

S(g, r3) = y(x2y − 2y2 + x) +
1

2
x2(−2y2 + x) = −2y3 + xy +

1

2
x3
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S(r1, r2) = (−y)(−x2)− (−1

2
x)(−2xy) = x2y − x2y = 0

S(r1, r3) = (−y2)(−x2)− (−1

2
x2)(−2y2 + x) =

1

2
x3 = −1

2
xr1

S(r2, r3) = (−1

2
y)(−2xy)− (−1

2
x)(−2y2 + x) = −1

2
r1

=⇒ G = (f, g, r1, r2, r3) 是 Gröbner 基.

注解 5.3

I 的 Gröbner 基不唯一, 特别地, 若存在 p ∈ G 使得 LT(p) ∈ (LT(G − {p})),

则 G− {p} 是 I 的 Gröbner 基.

定义 5.2.4: 极小的 Gröbner 基

若 I 的 Gröbner 基 G 满足:

1. ∀p ∈ G 是首 1 多项式;

2. ∀p ∈ G,LT(p) /∈ (LT(G− {p})),

则称 G 是 极小
↓

基中元素数量

的 Gröbner 基.

例 5.2.2

上例中, f1 = x3 − 2xy, f2 = x2y − 2y2 + x, f3 = −x2, f4 = −2xy, f5 = −2y2 +

x,LT(f1) = xf3,LT(f2) = −yf3 =⇒ f̂3 = x2, f̂4 = xy, f̂5 = y2 − 1

2
x 是极小的

Gröbner 基, 然而, 极小的 Gröbner 基亦不是唯一的. f̂3 = x2 + axy, a ∈ F, f̂4 =

xy, f̂5 = y2 − 1

2
x 都是极小的.
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5.3 Noether 环  Noether 模

注解 5.4

模:


1.环

作用↷ 交换群

2. 向量空间
↓

自由 (线性无关) 生成元

的推广: 生成元+线性关系

定义 5.3.1

R− 模 M 是一个交换群 (M,+) 上赋予环 R 的作用.

R×M →M , 使得

(r1r2)·m = r1·(r2·m) r·(m1+m2) = r·m1+r·m2 (r1+r2)·m = r1·m+r2·m 1·m = m

例 5.3.1

交换群是Z−模 F向量空间是F−模(F是域)

n · g def
= g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸

n次

k · ei
def
= kei

环R是R−模 : R×R→ R r · r′ = rr′

注解 5.5

环 R 亦是其子环 S ⊂ R 的 S− 模. S · r′ = Sr′.

例 5.3.2: 代数 vs 模

S,R 是环.
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性质 5.3.2

S 是个 R− 代数 ⇐⇒ S 是个 R− 模, 使得 (r · s1)s2 = s1(r · s2) = r · (s1s2).

=⇒ r · S def
= ϕ(r)S, 即为 S 上满足条件的模结构.

⇐= 只需验证: R→ S, r 7→ r · 1S 是环同态.

ϕ(r1r2) = (r1r2) · 1S = (r · 1S)(r2 · 1S) = ϕ(r1)ϕ(r2)

(r1 · 1S)(r2 · 1S) = 1S(r1 · (r2 · 1S)) = r1 · (r2 · 1S) = (r1r2) · 1S

ϕ(r1 + r2) = ϕ(r1) + ϕ(r2)

(r1 + r2) · 1S = r1 · 1S + r2 · 1S

ϕ(1R) = 1R · 1S = 1S

φ(r)S = (r · 1S)S = r · S

例 5.3.3

群环: 群  
诱导
环. (G, ·): 交换群, F: 域.

FG def
=

{∑
g∈G

αgg : αg ∈ F

}
, 其中

∑
g∈G

αgg 是形式和.+ : 形式和, · : 群乘法.

1. 给定群表示

ρ : G→ GL(V ) 表示空间 V 是一个 FG 模: FG× V → V

(∑
g∈G

αgg

)
· v def

=
∑
g∈G

αgρ(g) · v

2. 给定 FG− 模

FG×V → V,

(∑
g∈G

αgg, v

)
7→
∑
g∈G

αgg · v  诱导表示: G→ GL(V ), g 7→ (v 7→ g · v).
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5.3.1 模的零化子

作业 5.1: 模的零化子

设 M 是 R− 模, 定义 AnnRM
def
= {r ∈ R|rm = 0, ∀m ∈ M} 称为 M 的零化子. 若

AnnRM = 0, 则称 R− 模 M 是忠实的.

1. 求证: AnnRM 是 R 的理想且 M 是忠实的 R/AnnRM− 模;

2. 表示 ρ : G→ GL(n,F) 是忠实的, 是否等价于 Fn 是忠实的 FG− 模?

5.3.2 子模与理想

注解 5.6

子模 : R−模M的子集N,且仍是R−模 理想 : I ⊂ R
σ|N : R×N → N使得 1.I是(R,+)子群

1.N是M子群 2.RI ⊂ I
2.σ(M) ⊂ N
把环R看成R-模, 理想I即为子R-模

M/N为 R−模
↓

r·m·Ndef
= (rm)·N

⇐⇒ N为子R−模 R/I为环⇐⇒ I是理想

定义 5.3.3: 生成元

若 M =
∑
i∈ A

↓
指标集

R ·mi, 则称 {mi} 是 M 的生成元.

若 I =
∑
i∈A

R · si, 则称 {si} 是 I 的生成元.

5.3.3 Noether 模等价定义

性质 5.3.4: Noether 模等价定义

1. R− 模 M 的所有子模有限生成 (注: R 是 Noether 环 ⇐⇒ R 作为 R− 模是

Noether 模);

2. M 的严格子模升链 M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂Mn 长度有限.

3. S 是 M 子模构成的集合, S 的非空子集有极大元.
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把理想替换成子模即可.

注解 5.7

升链长度有限 =⇒×⇐=× 降链长度有限 (Artin 模).

=⇒× Z 作为 Z− 模

⇐=× Z
[
1

2

]
/Z lim

= ( Z/Z

←
↩

Z[ 12 ]/Z

⊂ Z/2Z

←
↩

Z[ 12 ]/Z

⊂ Z/4Z

←
↩

Z[ 12 ]/Z

⊂ · · · )

5.3.4 模上的 Hilbert 基定理

定理 5.3.5: 模上的 Hilbert 基定理

R 是 Noether 环, 则有限生成的 R− 模.

模的两要素 + 正合列.

定义 5.3.6: 模同态

M,N : R−模, ϕ :M → N 称为 R−模同态,若 ϕ(m+m′) = ϕ(m)+ϕ(m′), ∀m,m′ ∈

M , 且 ϕ(r ·m) = rϕ(m), ∀r ∈ R,m ∈M .

例 5.3.4

1. M : R− 模, 对 ∀ 给定 m ∈M,R→M, r 7→ r ·m 是模同态.

2. R = R
[
x1, · · · , xn,

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

]
,M = C∞(Rn), 则 M 是 (左)R− 模.

R 的理想 I ←→ PDE: Lf = 0, 所有 L ∈ I.

∀ 给定 f ∈M,ϕf : R/I→C∞(Rn)
r+I 7→rf 是 (左) 模同态.
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例 5.3.5

作业 5.2

F 是特征 0 域, R = F[x1, · · · , xn], G ⊂
代数自同态

↑

Aut R 是有限群, RG 不变子环. 求

证:

1. R 是 RG− 模;

2. 平均算子 πG : R→ R, f 7→ 1

|G|
∑
g∈G

g · f 是 RG− 模同态, 满足 ImπG = RG

且 πG|RG = Id.

定理 5.3.7: 模同构定理

1. Imϕ ∼=M/ kerϕ;

2. S, T 为 M 的子模, (S + T )/T ∼= S/S ∩ T .

结论 5.3.8: 模的 “两要素”

1. 生成元; 2. 关系.

定义 5.3.9: 模的直和

M1,M2 是 R− 模, M =M1 ⊕M2, 是模的直和, r · (m1,m2)
def
= (r ·m1, r ·m2).

定义 5.3.10: 自由模

R− 模 M 模同构于若干个 R 的直和.

定理 5.3.11: 两要素定理

对 ∀R− 模 M , M 同构于自由模的商模, 即 M ∼=

生成元
↑⊕
i∈I

/
关系

↑∼ .
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设 {mi, i ∈ I} 是 M 的生成元, 则 M = Rm1 +Rm2 + · · · , 考虑满同态 ϕ :
⊕
i∈I

R→

M, (r1, r2, · · · ) 7→ r1m1 + r2m2 + · · · , 则 M ∼=
⊕
i∈I

R/ kerϕ =⇒
⊕
i∈I

R 由自由的生成

元决定, kerϕ 由生成元的关系决定.

5.3.5 模同态与 PDE 的解

作业 5.3

设 M,N 是 R− 模, homR(M,N) 是所有 M → N 上 R− 模同态的集合. 令 (ϕ1 +

ϕ2)(m)
def
= ϕ1(m) + ϕ2(m), ∀m ∈ M, (r, ϕ)(m)

def
= ϕ(r · m), ∀r ∈ R,m ∈ M . 求证:

homR(M,N) 是 R− 模.

作业 5.4

R =

[
x1, · · · , xn,

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

]
, I 是 R 的理想, 探究 Rn 中 PDE 的解与

homR(R/I, C
∞(Rn))

(右R−模)

的关系.
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Chapter 6

正合列, 模上的 Hilbert 基定理, 自

由消解与 Syzygy 模

6.1 正合列

定义 6.1.1

设 M 是 R− 模, 考虑模同态链

M1
f1−→M2

f2−→M3
f3−→ · · · fn−1−−−→Mn

若 Imfk = ker fk+1, 则称模同态链为正合列.

例 6.1.1

0→ A →
a 7→(a,0)

A⊕B →
(a,b) 7→b

B → 0是正合列

例 6.1.2

设 B 是 A 子模,

0→ A →
b 7→b

A⊕B →
a 7→a+B

B → 0是正合列
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推论 6.1.2

Rn 是自由模, ϕ : Rn →M 是模同态, 0→ kerϕ→ R→M → 0 是正合列.

例 6.1.3

M1,M2 是 M 的子模, 则

0→M1 ∩M2 →
m 7→(m,m)

M1 ⊕M2 →
(m1,m2) 7→m1−m2

M1 +M2 → 0是正合列

例 6.1.4

设 M = (m) = Rm, 使得 r1m = r2m = · · · = rnm = 0, r1, · · · , rn ∈ R,

Rn →
(0,··· , 1

第i个
,··· ,0) 7→ri

R →
r 7→rm

M → 0是正合列

例 6.1.5

M 两要素:

1. 生成元是 {mα}α∈A =⇒ 同态: RA φ−→M, (r1, r2, · · · ) 7→ r1m1 + r2m2 + · · · ,

2. M ∼= RA/ kerϕ =⇒ 关系 ←→ 理想 kerϕ ⊂ R 的生成元 {rρ}ρ∈B.

则

RB →
(0,··· , 1

第ρ个
,··· ,0) 7→ri

RA →
(0,··· , 1

第α个
,··· ,0) 7→ri

M → 0是正合列

例 6.1.6

G = Z/3Z ↷ R = C[x, y], σ(x, y) = (ωx, ωy), ω = e 2
3πi,C[x, y]G =

C[ x3
‖

z0(x,y)

, x2y
‖

z1(x,y)

, xy2
‖

z2(x,y)

, y3
‖

z3(x,y)

] 是有限生成的 C[x3, x2, xy2, y3]
def ‖

R

− 模.

定义 zi · zj(x, y) = zi(x, y)zj(x, y).

z0 · y3 = x3y3, z1 · xy2 = x2yxy2 = x3y3, · · ·
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3 个 1 阶 syzygy(关系)

z0z3 − z1z2 = 0, z21 − z0z2 = 0, z22 − z1z3 = 0(关于x, y)

令 a1 = z22 − z1z3, a2 = z0z3 − z1z2, a3 = z21 − z0z2, 2 个 2 阶 syzygy

z0a1 + z1a2 + z2a3 = 0, z1a2 + z2a2 + z3a3 = 0

令 b1 = z0a1 + z1a2 + z2a3, b2 = z1a1 + z2a2 + z3a3, b1, b2 R− 线性无关.
得到 R− 模正合列

0→ R
2

基底↖

φ2−−→
b1 7→ z0a1 + z1a2 + z2a3

b2 7→ z1a1 + z2a2 + z3a3

}
R3中元素

Im(b1),Im(b2) R−线性无关

R
3

基底↖

φ1−−→
a1 7→ z

2
2 − z1z3

a2 7→ z0z3 − z1z2
a3 7→ z

2
1 − z0z2

Im(a1),Im(a2),Im(a3) R−线性无关

C[z0,z1,z2,z3]
‖
R

φ0−−→
z0 7→ x

3

z1 7→ x
2
y

z2 7→ xy
2

z3 7→ y
3

C[x, y]G → 0

Imϕ1
def
= 1阶 syzygy 模

Imϕ2
def
= 2阶 syzygy 模

k 阶 syzygy 模有限生成.

6.2 短正合列的性质

定义 6.2.1: 短正合列

正合列 0→ A
α−→ B

ρ−→ C → 0 称为短正合列.

⇐⇒ α 单射, ρ 满射且 Imα = ker ρ.

定义 6.2.2: 分裂

若 ∃ 模同态 τ : C → B 使得 ρ ◦ τ = Id, 则称该短正合列是分裂的.

⇐⇒ ∃ 模同态 σ : B → A, 使得 σ ◦ α = Id.
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注解 6.1

引理 1. 短正合列 0→ A→ B → C → 0 同构意义下与 0→ A→ B → B/A→ 0 相

同.

证明 1. α 单射 =⇒ A 是 B− 子模, ρ 是满射 =⇒ C ∼= B/ ker ρ ∼= B/A.

引理 2. 对分裂正合列 0→ A→ B → C → 0, 同构意义下有 B = A⊕ C.

证明 2. 由 ker ρ = Imα, ρ ◦ τ = Id =⇒ Imτ ∩ Imα = {0}.

性质 6.2.3

设 0→ A→ B → C → 0 是短正合列, B 是 Noether 模 ⇐⇒ A,C 都是 Noether 模.

=⇒

0→ A
i−→ B

ρ−→ B/A→ 0, A ⊂ B, A 的子模升链是 B 的子模升链 =⇒ A 是 Noether

模. 考虑 B/A的子模升链为 {(Bi+A)/A},由于 {Bi+A}长度有限 =⇒ {(Bi+A)/A}

长度有限.

⇐=

设 {Bi} 是 B 的子模升链, 则 {i−1(Bi)} = {A ∩Bi} 是 A 的子模升链, 长度有限. 即

∃n ∈ N∗ 使得 Bm/A ∩ Bm = Bm+1/A ∩ Bm+1 · · · =⇒ 不妨设 m ≤ n, 则 Bn/Q =

Bn+1/Q = · · · =⇒ 假设 ∃x ∈ Bn+1 且 x /∈ Bn =⇒ x ∈ Q = A ∩Bn+1 ⊂ Bn+1, 矛盾.

=⇒ Bn = Bn+1, 同理 Bn+1 = Bn+2 · · · =⇒ B 是 Noether 模.

推论 6.2.4

若 A,B 是 Noether 模, 则 A⊕B 是 Noether 模.

推论 6.2.5

若 R 是 Noether 环, 则 Rn 是 Noether R− 模.
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6.3 模上 Hilbert 基定理

定理 6.3.1: 模上 Hilbert 基定理

R 是 Noether 环, M 是有限生成 R− 模, 则 M 是 Noether 模.

M 是有限生成 R− 模 =⇒M ∼= Rn/ kerϕ,ϕ : Rn →M , 得到正合列

0→ kerϕ→ Rn
φ−→M → 0

.

R 是 Noether 环 =⇒ Rn 是 Noether R− 模, 故 M 和 kerϕ 都是 Noether R− 模.

结论 6.3.2: PID 自由模定理

PID 的自由模 Dn 的子模必为自由模 Dm,m ≤ n.

设 M 是 Dn 子模, 由于 D 是 Noether 环, 故 Dn 是 Noether 模. M 是有限生成, 生

成元记为 f1, · · · , fk, 则 f1
...
fk

 =

 a11 · · · a1n
...

...
ak1 · · · akn


‖
A

 e1
...
en

 −→ Dn基底

D 是 PID, ∃ 可逆矩阵 Pk×k 和 Qn×n 使得

PAQ =



d1 0

. . .
dm

. . .
0 0


, (d1) ⊃ (d2) ⊃ · · · ⊃ (dm), di 6= 0 ([抽象代数, 邓少强]定理3.2.5)

令

 f ′
1
...
f ′
k

 = P−1

 f1
...
fk

 ,

 e′1
...
e′k

 = Q

 e1
...
ek

 =⇒ f ′
i = die

′
i, 1 ≤ i ≤ m, f ′

i =

0, i > m. 则 {fi}i≤i≤m 是 M 生成元, 令
∑

αidie
′
i = 0, αi ∈ D, 1 ≤ i ≤ m, 则

αidi = 0, 1 ≤ i ≤ m PID
=⇒ αi = 0, 1 ≤ i ≤ m, 故 M ∼= DM , 基底为 f ′

1, · · · , f ′
m.
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结论 6.3.3: 不变理论: Syzygy 模有限生成

G : 有限群, k: 域, G→ A = F[x1, · · · , xn] 得到正合列

· · · → Rn2
φ2−→

hk
k=1,··· ,n27→ rkgk
使得

∑
rkgk=0

Rn1
φ1−→

gk
k=1,··· ,n27→ fk(zi)
使得fk(ai)=0

R
‖

k[z1, · · · , zn]
φ0−→

zi 7→ai

zi·aj=ai·aj
C[a1,··· ,an]

‖

AG → 0

定义 6.3.4

R− 模 Imϕk, 称为 AG 的 k 阶 syzygy 模.

定理 6.3.5

对 ∀k, k 阶 syzygy 模有限生成.

Imϕ1 是 Noether 模 R(Hilbert 基定理) 的子模.

=⇒ Imϕ1 有限生成 =⇒ Rn1 是有限生成 (n1 有限)=⇒ Rn1
是 Noether 模

=⇒ 子模 Imϕ2 有限生成 =⇒ Rn2 是 Noether 模 (n2 有限)· · · =⇒ Rnk−1 是

Noether 模 =⇒ Imϕk 有限生成.

命题 6.3.1

对 ∀AG, 正合列长度有限? Hilbert Syzygy 定理.

6.4 Hilbert Syzygy 定理

定义 6.4.1: 自由消解

设 M 是 R− 模, Fi 是自由 R 模正合列,

g
def
= · · · → Fn

φn−−→ · · ·F1
φ1−→ F0 →M → 0

称为模 M 的一个自由消解.

模 Imϕi 称为 M 的 i 阶 syzygy 模.
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F1 → F0 →M → 0 称为模 M 的一个表现 (presentation).

若 Fn+1 = 0 且 Fi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n, 称自由消解的长度为 n.

例 6.4.1

设 M 是有限生成 R− 模, 生成元 (m1, · · · ,ms), 1 阶 syzygy 模为 {(a1, · · · , as) ∈

Rs : a1m1 + · · · + asms = 0} ⊂ Rs,M = R = Q[x, y], I = (xy, x2), Syz(xy, x2) =

(x, y) ∈ R2.

0→ R →
b1 7→ya1+xa2

R2 →
a1 7→x2

a2 7→xy

I → 0

注解 6.2

对有限消解 0 → Fn
φn−−→ Fn−1

φn−1−−−→ Fn−2 → · · · → F0 → M → 0, kerϕn−1 =

Imϕn ∼= Fn 是自由模.

定理 6.4.2: Hilbert Syzygy 定理

设 R = F[x1, · · · , xn], 则有限生成的 R− 模 M , 存在长度 ≤ n 的自由消解.

推论 6.4.3

不变子环 SG 存在自由消解, 长度 ≤syzygy 生成元个数 −→ 命题6.3.1.

作业 6.1

找不变子环 SG 自由消解的具体例子.
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Hilbert Syzygy 定理, 自由模的

Gröbner 基, Hilbert 多项式定理

7.1 Hilbert Syzygy 定理与 Gröbner 基

定义 7.1.1: Gröbner 基

多项式环 F[x1, · · · , xn], < (单项式序), 对 ∀ 理想 I, ∃G = {f1, · · · , fm} 满足, I =

(f1, · · · , fm),LTI = (LTf1, · · · ,LTfm), 称 G 是 I 的 Gröbner 基.

性质 7.1.2

对 ∀f ∈ F[x1, · · · , xn], f 对 Gröbner 基 G 做带余除法, 余式 r 与 G 中次序选取无关.

定义 7.1.3: 约化的 Gröbner 基

若 I 的 Gröbner 基 G 满足:

1. ∀p ∈ G 是首 1 多项式.

2. ∀p ∈ G, p 中任意单项式都不在 (LT(G {p})) 中, 则称 G 是约化的 Gröbner 基.
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定理 7.1.4

I 的约化的 Gröbner 基是唯一的.

例 7.1.1

F[x, y], <: 次数字典序, I = (f1, f2), f1 = x3 − 2xy, f2 = x2y − 2y2 + x. 由 Buch-

berger 算法得, f3 = x2 +axy , f4 = xy, f5 = y2 − 1

2
x, 都是极小 Gröbner 基, 而

f1, f2, x
2, f4, f5 是约化 Gröbner 基.

注解 7.1

子模 ←→ 理想.

7.2 自由模上的 Gröbner 基

定义 7.2.1

我们考虑多项式环 R = F[x1, · · · , xn] 上的自由模 Rs, s ∈ N∗, 设 (e1, · · · , es) 是 Rs

的基底;

Rs 的中的多项式定义为: m = cxαei, c ∈ F, α ∈ Zs, xα 是 R 中首 1 多项式.

m1 = c1x
αei,m2 = c2x

βej , LCM
最小公倍式

(m1,m2)
def
=


0, i 6= j

LCM( xα
↑

R中单项式

, xβ)ei, i = j
.

定理 7.2.2

M ⊂ Rq 是由 Rq 上单项式 {m1, · · · ,ms}生成的子模,设 e1, · · · , es 是 Rs 的基底,令

mi,j = LCM(mi,mj), 则 M 的 (1 阶)syzygy 模: Syz(m1e1 + · · ·+mses)
def
= {a1e1 +

· · ·+ ases : a1m1 + · · ·+ asms = 0} ⊂ Rs. 由 {σi,j =
mi,j

mi

ei −
mi,j

mj

ej , 1 ≤ i < j ≤ s}

生成, 其中 mi,j = LCM(mi,mj), 且令
ek
ek

= 1.
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定义 7.2.3: Rt 上的单项式序

定义同 R 上单项式序, 令 > 是 R 上单项式序.

例 7.2.1

>TOP : x
αei >TOP

def⇐⇒ xα > xβ, 或 α = β 且 i < j.

>POT : x
αei >POT

def⇐⇒ i < j 或 i = j 且 xα > xβ.

定义 7.2.4: Gröbner 基

有限集 {g1, · · · , gs} ⊂ M ⊂ Rt 称为 (M,>) 的 Gröbner 基, 若 (LT(M)) =

(LT(g1), · · · ,LT(gs)). 若 Gröbner 基 G = {g1, · · · , gs} 满足

1. gi 是首 1 多项式.

2. gi 中任意单项式都不在 (LT(G\{gi})) 中, 则称 G 为约化的 Gröbner 基.

定理 7.2.5

(M ⊂ Rt, >) 存在 Gröbner 基且约化 Gröbner 基唯一.

结论 7.2.6: Buchberger 算法

(Rt. >), f, g ∈ Rt, S− 向量: S(f, g) =
m

LT(f)
f − m

LT(g)
g, 其中, m =

LCM(LT(f),LT(g)).
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定理 7.2.7

1. G = {g1, · · · , gs} ⊂ Rt 是 Gröbner 基 ⇐⇒ S(gi, gj) 对 G 做带余除法的余

式为 0, ∀1 ≤ i, j ≤ s.

2. G 可以依下列算法扩充为 Gröbner 基.
起始:G = {g1, · · · , gn} ⊂ Rt, C

def
= {(gi, gj)|1 ≤ i, j ≤ n}

运行

r
def
= S(gi, gj)

G

任取(gi, gj) ∈ C,
检测S(gi, gj)对G
做带余除法的余数r

r = 0, G = G,C = C\{(gi, gj)}
r 6= 0, G = G ∪ {r}, C = C ∪ {(gi, r)}\{(gi, gj)}

终止: C = ∅, 此时的 G 为 I 生成元扩充的 Gröbner 基.

例 7.2.2

M ⊂ R3, R = R[x1, x2, x3, x4], > 是 R3 上 TOP 次数字典序.

设 M 是由

g1
‖ x1 + x2
x3

x1x3 − x4

,
g2
‖ x1x2x3 − x4

x2x3
x1x4

,
g3
‖ x21
x22

x23 − x4

 ∈ R3 生成的子模,

则 {g1, g2, g3, g4} 是 M 的约化 Gröbner 基, g4 =

 x1x
2
4

x32x3 − x1x2x3
x2x

3
3 − x21x4 − x2x3x4

.

定理 7.2.8: Hilbert Syzygy 定理

设 R = F[x1, · · · , xn], 则有限生成的 R− 模 M 存在长度 ≤ n 的自由消解.

0→ Fn
φn−−→ Fn−1

φn−1−−−→ · · ·F1
φ1−→ F0

φ0−→M → 0

注解 7.2

任意有 n 个生成元的有限生成 F− 代数都是有限生成 R− 模. xi · gj
def
=

gigj(gi, gj生成元).
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思路:

1. i 阶 Syzygy 模 Gröbner 基  
诱导

i+ 1 阶 syzygy 模的 Gröbner 基.

考虑 M 的表现 Rs
↓

s表现生成元关系

φ1−→ Rt
↓

t表现生成元个数

φ0−→ M → 0, Imϕ1 = kerϕ0 有限生成

(Rt 为 Noether 模), 设 > 是 Rt 上的 TOP 字典序. 令 (Imϕ1, >) 的 Gröbner 基

为 G = {g1, · · · , gr}, 则 (Rt, >) 在 Rs 上诱导了 “换元序”>1: x
αei

(单项式序)
↑

>1 xβej
def⇐⇒

LT>(x
α gi
换元

) > LT>(x
β gj
换元

).

将 S(gi, gj) 展开, S(gi, gj) =
s∑

k=1

aijk gk , aijk ∈ R, 令 mi,j
def
=

LCM(LT(gi),LT(gj)).ai,j =
s∑

k=1

aijk ek ∈ Rs 及 Si,j =
mi,j

LT(gi)
ei −

mi,j

LT(gj)
ej − ai,j ∈

Rs, 则 {Si,j : Si,j 6= 0} 是 M 的 2 阶 syzygy 模在 >1 的 Gröbner 基 (Schreger 定

理).

高阶 Gröbner 基中出现的不定元越来越少.

不妨设
↓

{gi}重排

LTgi = cix
a
myiek,LTgj = cjx

b
myjek

其中 ci ∈ R, xm 是字典序最高项, yi, yj 是字典序低阶项, i < j 且 a > b.?

则 LT(Si,j) =
mi,j

LT(Si,j)
ei = ci,j

xam LCM(yi, yj)

xam yi
ei = cij

LCM(yi, yj)

yi
ei =⇒ xm 不再

出现 =⇒ 每做一步消解, Gröbner 基中 LT(Si,j) 少一个不定元 xk, 进而 ∃ 长度 r ≤ n

的自由消解 0→ RSr

≤n−r

φr−→ RSr−1 · · · RS1

≤n−1个

φ1−→ Rt
n个
→M → 0.

定义 7.2.9: 分次环

环 R 称为分次环, 如果 R = R0⊕R1⊕R2 · · · (群直和), 使得 Ri ·Rj ⊂ Ri+j , ∀i, j ≥ 0.

例 7.2.3

F[x1, · · · , xn] =
⊕
deg

F[x1, · · · , xn]
deg=k

是分次环.
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定义 7.2.10: 分次模

设 R =
⊕
n=0

Rn 是分次环, R− 模 M 若满足

1. M =
⊕
k∈I

Mk(交换群)

2. RnMk ⊂Mn+k

则称 M 是分次模.

定义 7.2.11: 分次模的平移

M(d)e
def
= Md+e −→M(d) ∼=M .

7.3 分次自由消解

定义 7.3.1: R− 模分次同态

设 R =
∞⊕
n=v

Rn 为分次环, M =
+∞⊕
−∞

Mm, N =
+∞⊕
−∞

Nm 为分次 R− 模. 若 M → N 的

同态 f 满足 ∀n ∈ N∗, f(Mn) ⊂ Nn, 则称 f 是 R− 模分次同态.

定义 7.3.2: 分次自由消解

设 R 是分次环, F : · · ·Fn
φn−−→ · · ·F1

φ1−→ F0 → M → 0 是 R− 模 M 的自由消解, 若

每个 Fi 是分次 R− 模且 ϕk 都是 R− 模分次同态, 则称 F 为分次自由消解.

定理 7.3.3: Hilbert Syzygy 定理 (分次)

设 R = F[x1, · · · , xn], 有限生成的分次 R− 模都存在长度有限 (≤ n) 的分次自由消

解, 且任意 Fi 都是有限生成的.

=⇒Hilbert 多项式定理: 分次模的维数增长规律.
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定义 7.3.4

设 R = F[x1, · · · , xn], M 是有限生成的分次 R− 模, M =
+∞⊕
−∞

Ms,HM (s) =

dimFMs(将 Ms 看成向量 F− 向量空间) 称为 M 的 Hilbert 函数.

注解 7.3

dimFMs 必有限, 否则子模
∞⊕
s

Ms 不是有限生成, 与 M 是 Noether 模矛盾.

定理 7.3.5: Hilbert 多项式定理

设 M 是有限生成的分次 R− 模, R = F[x1, · · · , xn], 则存在 r ∈ Z, 使得 Hilbert 函

数 HM (s)
↓

dimFMs

, s ≥ r, 恰为次数 ≤ n 的多项式, 该多项式称为 Hilbert 多项式.

7.4 多项式环的 Hilbert 多项式

性质 7.4.1

F : 向量空间, M = R = F[x1, · · · , xn], R =
∞⊕
i=0

Ri, Ri 为 i 阶齐次多项式构成的

HM (s) = dimFRs =
↓
Cs−1
n+s−1

计数←− #{xk11 xk22 · · ·xknn : ki ≥ 0,
∑

ki = s}
= #{xk11 · · ·xknn : ki ≥ 1,

∑
ki = n+ s}

= #{· · · | · · · | · · · : s+ n个点分为n组} =
组合多项式

↑

Cn−1
n+s−1 = Csn+s−1

推论 7.4.2

HM(d)(s)
def
= HM (s+ d) = Cn−1

s+d+n−1 = Cs+dn+s+d−1.
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Chapter 8

Hilbert 多项式定理, Poincaré 级

数

8.1 Hilbert 多项式定理

注解 8.1: Hilbert 多项式定理证明

M 存在有限的分次自由消解

F : 0→ Fn
φn−−→ · · · φ1−→ F0

φ0−→M → 0

由多项式环 Hilbert 多项式得, HFi
(s) = dim(Fi)s 为组合多项式且次数 ≤ n.

HM (s) = dim(Fi)s − dim(kerϕ0)

= dim(F0)s − dim(F1)s + dim(kerϕ1) dim(kerϕn)s = dim(Fn)s

= · · · =
n∑
i=0

(−1)iHFi
(s)

为次数 ≤ n 的多项式.
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例 8.1.1

RG = C[x3, x2y, xy2, y3] ⊂ C[x, y], R = C[z0, z1, z2, z3], 自由消解:

0→ R
2 →(

1, 0
0, 1

)(
b1
b2

)
7→
(

z0a1 + z1a2 + z2a3

z1a1 + z2a2 + z3a3

) R
3 φ1−−→ 1, 0, 0

0, 1, 0
0, 0, 1

 a1

a2

a3

 7→
 z

2
2 − z1z3

z0z3 − z1z2
z
2
1 − z0z2


R →

z0
z1
z2
z3

 7→


x
3

x
2
y

xy
2

y
3


 ←→↓ 1 7→ 1

模同态 z0 · 1 7→ z0 = x
3



R
G → 0

分次消解:

0→ R
2

↗
(−3)

分次模M
有n次元
在M(d)中

变为n− d次元
→(

z0, z1, z2
z1, z2, z3

)
(1, 0)← b1 7→ (z0, z1, z2)

(0, 1)← b2 7→ (z1, z2, z3)z1a1 + z2a2 + z3a3

R
3

↖
(−2) →

z
2
2 − z1z3

z0z3 − z1z2
z
2
1 − z0z2


(1, 0, 0)← a1 7→ z

2
2 − z1z3

(0, 1, 0)← a2 7→ z0z3 − z1z2
(0, 0, 1)← a3 7→ z

2
1 − z0z2

R →
(1)
1 7→1

R
G → 0

RG 的 Hilbert 多项式为 HRG(s) = HR(s) − 3HR(−2)(s) + 2HR(−3)(s)
n=4
= C3

s+3 −

3C3
s+1 + 2C3

s = 3s+ 1, s ≥ 0.

8.2 Hilbert 多项式性质

性质 8.2.1: 整性

Hilbert 多项式 ⊂ 整值多项式 (f(n) ∈ Z)⫌ 整系数多项式, 任意整值一元多项式是组

合多项式 C0
n, C

1
n, C

2
n, · · · 的 Z− 线性组合.

C0
n C1

n C2
n C3

n · · ·
1 0 0 0
∗ 1 0 0
∗ ∗ 1 0
∗ ∗ ∗ 1

多项式中取

n = 0
n = 1
n = 2
n = 3
· · ·

.
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设 f 是 k 此整值一元多项式, 用下面逼近方法:

f(0) = m0 =⇒ m0C
0
n +

尾项
↑

0 0次
f(1) = m1 =⇒ m0C

0
n +m1C

1
n + 0 1次

...
f(k) = mk =⇒ m0C

0
n + · · ·+mkC

k
n + 0 k次

=⇒ f(n) = m0C
0
n + · · ·+mkC

k
n.

性质 8.2.2: 短正合列可加性

对于 F[x1, · · · , xn]− 分次模同态的短正合列

0→ A→ B → C → 0

有 HA(s) +HC(s) = HB(s).

dimFAs + dimFCs = dimFBs =⇒ HA(s) +HC(s) = HB(s).

定义 8.2.3: Poincaré 级数

P (M, t)
def
=

∞∑
n≥0

dimFMst
s(与模的分次有关).

例 8.2.1

M = F[x1, · · · , xn], P = (M, t) =
∞∑
s=0

Csn+s−1t
s =

(
∞∑
s=0

ts

)n
=

(
1

1− t

)n
=

1

(1− t)n
.

例 8.2.2

M = C[x3, x2y, xy2, y3] ⊂ C[x, y], P (M, t) =
∞∑
s=0

(3s + 1)ts =
∞∑
s=0

ts + 3t
∞∑
s=0

sts−1 =
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1

1− t
+

3t

(1− t)2
=

2t+ 1

(1− t)2
.

注解 8.2

对于 F[x1, · · · , xn]− 模 (不一定分次) 有时也可以看成分次 F− 模 (向量空间) 来推

广 Poincaré 级数的定义.

定义 8.2.4

设 M = F[h1, · · · , hk] ⊂ F[x1, · · · , xn], hi 齐次多项式 (按多项式次数分次是分次 F−

向量空间), 可以定义 Poincaré 级数 P (M, t) =
∞∑
−∞

dimFM(d)t
d.

作业 8.1

求证:

1. C[x3, y3, xy] 的 Poincaré 级数是 1 + t2 + t4

(1− t3)2
.

2. Poincaré 级数对分次模同态短正合列具有可加性, 即对 0→ MA → MB → MC →

0, 有 P (MA, t) + P (MC , t) = P (MB, t).

定理 8.2.5: Hilbert Serre 定理

M = F[h1, · · · , hn] ⊂ F[x1, · · · , xm],mi 是齐次多项式, Poincaré 级数 P (t) 是 t 的有

理函数, P (t) = f(t)

(1− tk1)(1− tk2) · · · (1− tkn)
, 其中 k1, · · · , kn 是 x1, · · · , xn 在 R 中

的次数 (不一定为 1).

对 n 归纳.

1. n = 0, M 是 F− 向量空间, Mn = 0, n > dimM , P (t) 是多项式.

2. 不定元个数 ≤ n− 1 成立, 令M :M →M,m 7→ xn ·m, 考虑正合列

0→ kerµ→M → µ/ kerµ→ 0
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及

0→ Imµ→M → µ/Imµ→ 0

由 Hilbert 多项式可加性得

P (M, t) = P (kerµ, t) + P (µ/ kerµ, t)

P (M, t) = P (Imµ, t) + P (M/Imµ, t)

联立
由 M/ ker(M) ∼= Imµ 得 (M/ kerµ)(i) ∼= (Imµ)i+kn =⇒ P (M/ kerµ, t) =

t−knP (Imµ, t).

因此


P (M, t) = P (kerµ, t) + t−knP (Imµ, t)

P (M, t) = P (Imµ, t) + P (M/Imµ, t)
=⇒ P (M, t) =

−tkn
1− tkn

P (kerµ, t) +

1

1− tkn
P (M/Imµ, t), 又由定义, xn ∈ Ann(kerµ) 且 xn ∈ Ann(M/Imµ), 故 kerµ 和

M/Imµ 是 F[x1, · · · , xn]− 模, 由归纳假设, 定理成立.

8.3 不变量理论中的 Poincaré 级数

定理 8.3.1: Molien 定理

G : 有限群, R = F[x1, · · · , xn], ρ : G ↪→ GL(n,F), RG : 不变子环.

RG 的 Poincaré 级数为 P (RG, t) =
1

|G|
∑
g∈G

1

det(I − ρ(g)−1t)
.

注解 8.3

1. P 中 M(n)t
n 的 n 定义为齐次多项式次数.

2. Poincaré 级数由表示的特征多项式确定.

注解 8.4

P (RG, t) =
1

|G|
∑
g∈G

1

det(I − ρ(g)−1t)
=

1

|G|
∑
g∈G

det(−ρ(g))
det(tI − ρ(g))

↓
特征多项式

.
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例 8.3.1

Z/3Z → C[x, y], 1 · (x, y) def
= (ωx, ωy).ω = e 2

3πi, 表示: 0 7→ I, 1 7→(
ω

ω

)
, 2 7→

(
ω2

ω2

)
, RG = C[x3, x2y, xy2, y3]. 由 Molien 定理, Poincaré

级数为
1

3

(
1

(1− t)2
+

1

(1− ωt)2
+

1

(1− ω2t)2

)
=

2t3 + 1

(1− t3)2
.

vs 2t+ 1

(1− t)2
, t←→ t3, 原因: 分次的定义不同.

推论 8.3.2

RG 的 Poincaré 级数在 t = 1 处的奇点阶数为 n.

8.4 同调代数简介

注解 8.5

自由消解  Tor 平衡函子.

命题 8.4.1: 问题引入

模张量积是否保持短正合列?  平坦模, Tor;

即若 0 → A → B → C → 0 是 R− 模正合列, M 是 R− 模, 0 → A ⊗M →

B ⊗M → C ⊗M → 0 是不是正合列?

8.4.1 模张量积

例 8.4.1

对于多项式 R[x], R[y], R 是环,

R[x]⊕
↓
R[y] 6= R[x, y],基底:R[x]

↑
以R为系数−→基底

⊗R R[y]

基底{xi, yj , i, j ≥ 0}
{xi} ∪ {yj} 6= {xi} · {yj}  张量积

(基底乘积
↓直观

/笛卡尔积)

= SpanR{xiyj , i, j ≥ 0}
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注解 8.6: 动机

将双线性映射线性化(将两个 R− 模乘积上的双线性映射用一个 R− 模的线性映射

替代), M,N : R− 模, 对 ∀ 双线性映射 M ×N → P , 使得存在唯一的线性映射满足

图表

M ×N M ⊗R N

P

定义

双线性

双线性
线性 可交换 (泛性质).
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Chapter 9

同调代数简介 (张量积, 平坦模与

Tor)

9.1 张量

注解 9.1: 构造

“两要素”: 生成元 +“关系”.
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定义 9.1.1

M ⊗R N 定义为:

1. 生成元
BM×BN (基的笛卡尔积)⊂×M×N

↓

{(mi, nj)} , {mi}i∈I 为 M 生成元, {nj}j∈J 为 N 生成

元, 生成自由模 C(∼= RI×J).

2. “关系”←→ 商掉的子模.(定义)?

定义 9.1.2: 双线性关系

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n ←→ r(m,n)− (rm, n)
r(m⊗ n) = m⊗ (rn) ←→ r(m,n)− (m, rn)
m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2 ←→ (m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n)
(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n ←→ (m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2)

生
成
子
模
D
∩

RI×J

M ⊗R N
def
= C/D, (m,n) 在 C/D 中像记为 m⊗ n.

0→ kerϕ → RI×J
φ−→ M ⊗R N → 0

def‖
D

 0 0 · · ·
1→ (i, j)

0 0 · · ·

 def7→ mi ⊗ nj ∼= (mi, nj) ∈ BM × BN

9.1.1 张量的性质与计算

性质 9.1.3

(M1 ⊕M2)⊗R N ∼=M1 ⊗R N ⊕M2 ⊗R N .

基底 ({αi, βj}, γk), {(αi, γk) ∪ (βj , γk)} = {(αi, γk), (βj , γk)}.

(M1 ⊕M2) ×N → A 的双线性映射 (ϕ1, ϕ2) 与 M1 ×N
φ1−→ A,M2 ×N

φ2−→ A 的一

堆双线性映射 1− 1 对应.
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性质 9.1.4

R⊗RM ∼=M .

(基底 {(1, αi)}, 基底 αi.)

R×M φ−→ A 的双线性映射与 M → A 的双线性映射 1− 1 对应.(ϕr, ∀ 给定 r ∈ R.)

例 9.1.1

k 是域, km⊗R kn ∼= kmn,由性质9.1.3,性质9.1.4得 km⊗R kn = (k ⊕ · · · ⊕ k︸ ︷︷ ︸
m个

)⊗R kn =

kn ⊕ kn · · · ⊕ kn︸ ︷︷ ︸
m个

= kmn.

例 9.1.2

Z/mZ⊗R Z/nZ = 0, gcd(m,n) = 1.

基底 (1, 1), 由 gcd(m,n) = 1, ∃k, r, km + rn = 1, (1, 1) = (km + rn, 1) = (rn, 1) =

(r, n) = 0.

作业 9.1

R 是环, I, J 是 R− 理想. 求证:
R/I ⊗R R/J = R/(I, J)

=⇒ Z/mZ⊗Z Z/nZ = Z/ gcd(m,n)Z

作业 9.2

求证:
R/I ⊗RM=M/IM

性质 9.1.5: ⊗ 与 lim−→ 可换

正向极限: direct limit,lim−→.

A1
f12−−→ A2

f23−−→ A3
f34−−→ · · · 是 R− 同态序列, 使得 fij = fik ◦ fkj , ∀i < k < j,

lim−→Aj =
⊔

不交并⊂A1×A2×A3···

Ai/ ∼, xi ∼ xj
def⇐⇒ ∃k ≥ i且k ≥ j, fik(xi) = fjk(xj).

交换代数 2024 春 71



CHAPTER 9. 同调代数简介 (张量积, 平坦模与 TOR)

例 9.1.3

Q×Z Q = Q.

(基底:
(
q1
p1
,
q2
p2

)
=

(
q1
p1
,
p1q2
p1p2

)
=

(
1,
q1q2
p1p2

)
.)

考虑: Z ×2−−→ Z ×3−−→ Z ×4−−→ Z · · ·

(Z, 0, 0, · · · ) ×2−−→
(n,··· ) 7→(0,2n,··· )

(0,Z, 0, · · · ) ×3−−→
(0,m,··· ) 7→(0,0,3m,··· )

(0, 0,Z, · · · ) · · ·

lim−→{Z} =
⊔
k

(0, · · · , Z
↑

第k个

)/ ∼∼= Z ∪ Z
2
∪ Z

3
· · · = Q

Q×Z Q = (lim−→{Z})⊗Z Q = lim−→{(Z⊗Z Q)} =
↓
Q

lim−→Q ×2−−→ Q ×3−−→ Q→ · · · = Q ∪ Q
2
∪ Q

3
· · · = Q

例 9.1.4

Q⊗Z (Z/2Z)((r, 1), ∀0 ≤ r ≤ 1, (r, 1)

(
2p

2q
, 1

)
=

(
1

2q
, 0

)
= (0, 0)).

Q⊗Z (Z/2Z)

=lim−→(Z ×2−−→ Z ×3−−→ · · · )⊗Z (Z/2Z)

=lim−→(Z⊗ Z/2Z ×2−−→ Z⊗ Z/2Z ×3−−→ · · · )

=lim−→(Z/2Z ×0−−→ Z/2Z ×1−−→ · · · )

=0

9.1.2 张量积, 正合列与 Hom 函子

性质 9.1.6

0 → A
fA−→ B

fB−→→ C → 0 是正合列, 则 →× M ⊗R A →
m⊗a 7→m⊗fA(a)

M ⊗R

B →
m⊗b 7→m⊗fB(b)

M ⊗R C → 0 是正合列.
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注解 9.2

R 是域, B = A⊕ C, 张量积保短正合列.

例 9.1.5: Universal counterexample ?

R = Z⊗ Z/2Z,

0→ Z ×2−−→ Z→ Z/2Z→ 0

Z⊗Z Z/2Z
‖

Z/2Z

→
n 7→0

↓
非单射

↓
不保短正合列

Z⊗Z Z/2Z
‖

Z/2Z

→ Z/2Z⊗ Z/2Z→ 0

定义 9.1.7: 平坦模

对短正合列 0→ A→ B → C → 0,若模M 满足: 0→M⊗A→M⊗B →M⊗C → 0

是正合列, 则称 M 是平坦模.

例 9.1.6

Z
[
1

2

]
=
{m
2n
,m, n ∈ Z

}
是平坦 Z− 模.

hom(A,B)
def
= {A→ B上模同态} 构成 R− 模, (rϕ)(a) def

= r(ϕ(a)) = ϕ(r(a)).

性质 9.1.8

hom(M, hom(B,X)) ∼= hom(M ⊗B,X).

性质 9.1.9

0→ A→ B → C → 0 是正合列, 则

0→ hom(M,A)→ hom(M,B)→ hom(M,C)
↓

协变函子

→× 0

0←× hom(A,M)← hom(B,M)← hom(C,M)
↓

反变函子

← 0
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例 9.1.7: Universal counterexample ?

R = Z, 0→ Z ×2−−→ Z→ Z/2Z→ 0

M = Z/2Z, hom(Z/2Z, ·):

0→ hom(Z/2Z,Z)
‖
0

2φ(1)=0
φ(1)=0

→ hom(Z/2Z,Z)
‖
0

→
↓

不是满射

hom(Z/2Z,Z/2Z)
‖

Z/2Z

hom(·,Z/2Z):

Z,Z/2Z
‖

Z/2Z

←−−−
×2
↓

不是满射

Z/2Z,Z/2Z
‖

Z/2Z

← Z/2Z,Z/2Z
‖

Z/2Z

定义 9.1.10: 投射模

R− 模 P 称为投射模, 若对 ∀R− 模满同态 M
ψ−→ N , 都有

hom(P,M)→ hom(P,N)
(p 7→ m) 7→ (p 7→ ψ(m))

是满同态.

⇐⇒ 对 ∀ 满同态 α : M � N 和同态 β : P → N , ∃ 同态 γ : P 99K M , 使得

β = αγ.
P

M N

β
∃γ

α

定义 9.1.11: 投射消解

∃Pn → · · ·P2 → P1 → P0 →M → 0, 其中 Pi 是投射模.

定义 9.1.12: 入射模

R− 模 Q 称为入射模, 若对 ∀R− 模单同态 M ↪→ N , 都有
hom(M,Q)← hom(N,Q)

ψ∗(f)

7→

f
是单同态, ψ∗(f)(m)

def
= f(ϕ(m)) ⇐⇒ 对 ∀ 单同态

M
α
↪→ 和同态 M

ρ−→ Q, 都 ∃ 同态 γ : N → Q 使得 ρ = ρ ◦ α.
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定义 9.1.13: 入射消解

对 M , ∃0→M → Q0 → Q1 → · · · , Qi 是内射模.
M N

Q

α

β
γ

例 9.1.8

Z 的入射消解: 0→ Z ↪→ Q→ Q/Z→ 0.

9.2 平衡函子 Tor

定义 9.2.1

A,B : R− 模, 设 · · · → Rn2
→ Rn1

→ Rn0
→ A → 0 是 A 的一个自由消解, ⊗B 得

到 Bn2
φ1−→ Bn1

φ0−→→ Bn0 → 0.

TorRi (A,B)
def
=

ker(Bni→Bni−1
)

Im(Bni+1 → Bni)
←−−−−−
i阶同调群

链复形(ϕi ◦ ϕi−1 = 0)

注解 9.3

自由消解可以替换为投影消解.

性质 9.2.2

1. TorRi (A,B) = TorRi (B,A),

2. TorR0 (A,B) = A⊗R B,

3. 若 A 或 B 平坦, 则 Tori(A,B) = 0, i ≥ 1, 若 TorR1 (A,B) = 0 对 ∀B, 则 A 是平坦

模,

4. 若 0→ A→ B → C → 0 是短正合列, M 是 R− 模, 则

· · · → TorR2 (C,M)→ TorR1 (A,M)→ TorR1 (B,M)→ TorR1 (C,M)→
TorR0 (A,M)

‖

A⊗RM →
TorR0 (B,M)

‖

B ⊗RM →
TorR0 (C,M)

‖

C ⊗RM → 0
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是正合列.

注解 9.4: 应用

1. 代 数 几 何: R = k[x, y],m 为 其 极 大 理 想, 相 交 数

dimk

(∑
i

(−1)iTorRi (R/I,R/J)
)

.

极大理想

−→ J / k[x, y]

−→ I / k[x, y]

2. 表示论: G : 有限群, M : G− 模 ←→ ϕ : G → GL(n,Z),Hi(G,M)
def
=

TorZ[G]
i (Z,M).

李代数: g : k 上李代数, M : y 模 H⋆(g,M) = TorU(g)
⋆ (k,M), U(y) : 泛包络代数

T (y)
‖

k⊕y⊕y⊗y⊕···

/(a⊗ b− b⊗ a− [a, b]).

例 9.2.1

R = k[x]/(x2),M = R/(x),TorRi (M,M), 基底 : 1, x→ 基底 : 1, 关系 x · 1 = 0?.

M 自由消解 (无限长) 为

· · · → R → R → R → R → R/(x) ∼= k → 0
1 7→ x 1 7→ x 1 7→ x 1 7→ 1

⊗M M −→
0

M −→
0

M −→
0

M → 0

H⋆ k k k k
↑ ↑ ↑ ↑

Tor3 Tor2 Tor1 TorR0 (M,M)

例 9.2.2

R = k[x, y],M(0,0) = R/(x, y)
↓

,M(0,1) = R/(x, y − 1),
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1 x x2

y xy x2y

y2 xy2 x2y2

M(0,0) 生成元: 1, 关系: x · 1 = 0, y · 1 = 0, 有限自由消解为

0→ R →
1 7→(y,−x)

R⊕R →
(1,0) 7→x
(0,1) 7→y

R →
1 7→1

M(0,0) → 0

⊗M(0,0)
0→ M(0,0)

0−→ M2
(0,0)

0−→ M(0,0) → 0

1− 1⋆ k k2 k
↑ ↑ ↑

TorR2 TorR1 TorR0 (M(0,0),M(0,0)
)

⊗M(0,1)
M(0,1) →

1 7→(1,0)
M2

(0,1) →
(1,0) 7→0
(0,1) 7→1

M(0,1) → 0

H⋆ 0 0 0
↓

TorR0 (M(0,0),M(0,1))

例 9.2.3

Hi(

G
‖

Z/nZ) def
= TorZ[G]

i (Z,Z). Z[G] :基底 1, g, g2, .., gn−1(gn = 1),Z ∼= Z[G]/(1−g) −→

g = 1. Z 的自由消解为 · · ·Z[G] →
1 7→1+g+···+gn−1

Z[G] →
1→1−g

Z[G] →
1 7→1

Z→ 0.

⊗Z Z 0−→ Z n−→ Z 0−→ Z → 0
H⋆ Z/nZ 0 Z/nZ Z

Tor3 Tor2 Tor1 Tor0

定义 9.2.3: ExtiR(X,A)

1. 取 A 的入射消解: 0→ A→ I0 → I1 → I2 → · · · ,

2. 作用 hom(X, ·) 得到 0→ hom(I0, A)
φ0−→ hom(I1, A)

φ1−→ · · · ,
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3. H⋆ : ExtiR(X,A) =
kerϕi

Imϕi−1

.

例 9.2.4

1.
Ext(Z,Z) 0→ Z→ Q → Q/Z → 0
hom(Z, ·) 0→ Q → Q/Z → 0

H⋆ Z 0
Ext0(Z/Z) Ext1(Z/Z)

2..

Ext(Z/nZ,Z/mZ) 0→ Z/mZ→ Q/Z ×m−−→ Q/Z → 0

hom(Z/nZ, ·) 0→ Z/nZ ×m−−→ Z/nZ → 0
H⋆ Z/ gcd(m,n)Z Z/ gcd(m,n)Z

↑ ↑
Ext0 Ext1

性质 9.2.4

Ext def
= (extensions) : 0→ A→ B → C → 0 是短正合列, 则

0→ hom(C,A)→ hom(C,B)→ hom(C,C)→ Ext1(C,A)→ Ext1(C,B)→ Ext1(C,C)→ · · ·

是长正合列.
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环的扩张, 不变量理论与 Galois 理

论

10.1 整环和整扩张

定义 10.1.1: 域的扩张

若 ∃ 域的单同态 ϕ : K ↪→ L, 则称 L 是 K 的域扩张.

定义 10.1.2: 代数元

λ ∈ L 称为 K 的代数元, 若 ∃ 非 0 多项式 p(x) ∈ K[x], 使得 p(λ) = 0.

定义 10.1.3: 代数扩张

若 L 中的元素均为 K 的代表元, 则称 L 是 K 的代数扩张.

例 10.1.1

R ↪→ C 是代数扩张, R(x2) ↪→ R(x) 是代数扩张.
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定义 10.1.4: 整元和整扩张 (代数元和代数扩张的推广)

R 是环, S 是 R 的子环.

1. r ∈ R 称为子环 S 的整元, 若 ∃S 的首 1 多项式 p(x) = xk + sk−1x
k−1 + · · · +

s1x+ s0 ∈ S[x] 使得 p(r) = 0.

2. 若环的扩张 S ↪→ R 称为整扩张, 若 R 中的元素均为 S 的整元.

性质 10.1.5

R = F[x1, · · · , xn].RG ↪→ R 是整扩张.

对 ∀ 给定 f ∈ R, 考虑多项式 Φf (t)
def
=
∏
g∈G

(t − gf) ∈ R[t], 其中 t 是新增不定元.

由于 t 的所有系数是关于 g1f, g2f, · · · , gnf 的对称多项式, 故在 G 的作用下不变

=⇒ Φf (t) ⊂ RG[t], 而 f 是 Φf 的根, 故 RG ↪→ R 是整扩张.

定义 10.1.6: 域的有限扩张

对域扩张 K ↪→ L, 若 L 是 K 的有限维向量空间, 则称 L 是 K 的有限扩张, 记

|L : K| = dimk L.

例 10.1.2

|C : R| = 2,
∣∣R(x) : R(x2)∣∣ = 2,

超越扩张
↑

|R(x) : R| =∞.

定理 10.1.7

1. K ↪→ L 是有限扩张 ⇐⇒ ∃K 的代数元 λ ∈ L 使得 L = K(λ).

2. |L : K| = degmλ(x), 其中 mλ(x) ∈ K[x] 是 λ 的极小多项式 (首 1 不可约多项式

m ∈ K[x] 使得 m(λ) = 0).

定义 10.1.8: 环的有限扩张

若 R 是 S ⊂ R 的有限生成 S− 模, 则称 R 是 S 的有限扩张.
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定理 10.1.9: “多项式的线性化条件”

R 是 S 的有限扩张 ⇐⇒ R = S[a1, · · · , ak], a1, · · · , ak 是 S 的整元 (环的有限扩张定

理).

设 S ↪→ R 是环扩张.

引理 1. r ∈ R 是整元 ⇐⇒ S[r] 是有限生成 S− 模.

引理 2. r ∈ R 是整元 ⇐⇒ ∃ 忠实的 S[r]− 模 M ⊂ R, 使得 M 是有限生成的 S−

模.

证明 2. =⇒ r 是整元, ∃f(r) = rk + sk−1r
k−1 + · · ·+ s1r+ s0 使得 f(r) = 0=⇒ rk =

−sk−1r
k−1 − · · · − s1r− s0 ∈ S + Sr+ · · ·+ Srk−1, 进而 rk+i = −sk−1r

k−1+i − · · · −

s1r
i+1 − s0ri ∈ S + Sr + · · · + Srk−1, 因此, S[r] 是由 1, r, r2, · · · , rk−1 有限生成的

S− 模.

⇐= 不妨设 1, r, · · · , rn 是 S− 模 S[r] 的有限生成元 (首 1 齐次替换). 因此, rn+1 =
n∑
i=0

sir
i, ∃si ∈ S =⇒ rn+1 −

n∑
i=0

sir
i = 0.

证明 2. =⇒ 令 M = S[r], 即为有限生成 S− 模, 由于 1 ∈ S[r], 故 S[r] 是忠实的.

⇐= 设 M 是有限生成 S 模, 生成元为 e1, · · · , en 使得 rM ⊂M 且 M 是忠实 S[r]−

模. 对 ∀i, 由 M 有限生成, rei =
∑

sijej , sij ∈ S. 进而, 得到线性方程组 (关于 ei)



(r − s11)e1 − s12e2 − s13e3 − · · · = 0

−s21e1 + (r − s22)e2 − s23e3 − · · · = 0

...

−sn1e1 + · · ·+ (r − snn)en = 0

设 C 为线性方程组的系数矩阵, C

 e1
...
en

 = 0, C∗C

 e1
...
en

 = 0 =⇒ detCei =

0, ∀i. 又由于 M 是忠实的, 且 (e1, · · · , en) 生成 M =⇒ det(C) = 0, 将 det(C) 展开,

即得到关于 r 的方程 rn + c1r
n−1 + · · ·+ cn = 0, ci ∈ S =⇒ r 是整元.
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由引理 “⇐=” 自然成立. “=⇒” 由于 R 是有限生成 S− 模, 生成元为 a1, · · · , ak ∈ R,

故 R = S + Sa1 + Sa2 + · · · + Sak ⊂ S[a1, · · · , ak] = R. 下证生成元是整元. 对

∀ai ∈ R, 由于 1 ∈ R, R 是忠实的 S[ai]− 模, 由引理得 ai 都是整元.

10.2 不变理论与环, 域扩张理论 (⊃Galois 理论)

定理 10.2.1: Noether

对 特征任意 的域 F, G 是有限群, RG 有限生成.

令 S 为 Φxi

def
=
∏
g

(x− gxi) ∈ R[x] 中所有系数生成的 F− 代数.

S ⊆ RG ⊆ R

第 1 步:S是有限生成的
F−代数(系数有限项≤n|G|)

S是 Noether 环

第 3 步:RG⊂R是有限生成S−模
第 1 步
====⇒RG是有限生成的F−代数

第 2 步: 由于xi是Φxi
的根

=⇒xi是S的整元
R是有限生成的S−模

=⇒R是 NoetherS−模

r ∈ RG = k1 S1
↓

k1
∑
有限 F−多项式

+ · · ·+ kn Sn
↓

kn
∑
有限 F−多项式

10.3 Galois 扩张的构造

定义 10.3.1: Galois 群

设 K ↪→ L 是域扩张, Gal(L/K) = {ϕ ∈ Aut(L) : ϕ(K) = K, ∀K ∈ K}.

注解 10.1

K ⊂ LGal(L/K) 且对有限扩张 K ↪→ L, 下列命题等价:

1. K ↪→ L 是 Galois 扩张 (⇐⇒ ∃p ∈ K[x] 使得 p 无重根且 L 是 p 对分裂域

(L = K(λ1, · · · , λn), λ1 6= λ2 6= · · · 6= λn ∈ L 是 p 对根))

2. K = LGal(L/K)

3. |Gal(L/K)| = |L : K|
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注解 10.2

不变量理论  
构造
以有限群 G 的 Galois 群的正规域扩张.

第 1 步: 有限群 ∃ 忠诚表示 −→G× C[x1, · · · , xn]→ C[x1, · · · , xn].

第 2 步: 分式域 Frac(C[x1, · · · , xn]G
‖def

C(V )G

) ↪→ Frac(C[x1, · · · , xn]
‖def
C(V )

) 是域的扩张.

定理 10.3.2

C(V )G ↪→ C(V ) 是 Galois 扩张, Galois 群为 G.

考虑多项式 f(t) =
n∏
i=1

∏
g∈G

(t− gxi) ∈ K[t], x1, · · · , xn 为 f(t) 的根 =⇒ C(V ) 是 f 的

分裂域 =⇒ C(V ) 是 C(V )G 正规扩张 特征 0
====⇒ C(V )G ↪→ C(V ) 是 Galois 扩张, 设其

Galois 群为 H, 则有 C(V )H = C(V )G =⇒ H = G.

定理 10.3.3: Galois 基本定理

K ↪→ L 是 Galois 扩张, Galois 群为 G

{K ⊂域 ⊂ L} ←−→
1−1
{{e} ⊂有限群 ⊂ G}

M 7→ Galois(L/M)

LH

7→

H

作业 10.1

对 ∀C(V )G ↪→ K ↪→ C(V ), ∃G 的子群 H 使得 K = C(V )H .

作业 10.2

设 S ↪→ R ⊂ F[x1, · · · , xn] 是有限生成分次 F− 代数且扩张为整扩张, 则

R,SPoincaré 级数在 t = 1 奇点的阶数相同.
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Chapter 11

整扩张的应用 (Noether 正规化定

理, Krull 维数)

11.1 Noether 正规化定理

定理 11.1.1: Noether 正规化定理

域 F 上的有限生成代数 A, ∃ 代数无关的元素 y1, · · · , yr 使得 A 是 F[y1, · · · , yr] 的

有限扩张.

下面对 A 生成元个数的最小值进行归纳:

1. k = 0, 即 A = F 自然成立.

2. 假设 k ≤ n − 1 时, A = F[x1, · · · , xk] 是 F[y1, · · · , yr] 的整扩张. 当 k = n,A =

F[x1, · · · , xn], xi ∈ A.

(a) 若 x1, · · · , xn 代数无关, 自然成立.

(b) 若 x1, · · · , xn 代数相关, ∃ 非常数多项式 f(T1, · · · , Tn) 使得 f(x1, · · · ., xn) =

0(∗), 不妨设 T1 在 f 中出现, 令 f = c0T
N
1 + c1T

N−1
1 + · · · + cN , c0 6= 0, ci ∈

F[T2, · · · , Tn].

(i) 若 c0 ∈ F, 由 (∗) 得, x1 ∈ A 是 F[x2, · · · , xn] 的整元. 由归纳假设, ∃ 代数无关的

y1, · · · , yr ∈ A, 使得 F[x1, · · · , xn] 是 F[y1, · · · , yr] 的有限扩张. 由有限扩张定理 A
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是 F[y1, · · · , yr] 的有限扩张.

(ii) 若 c0 /∈ F, 令 m ∈ N∗, y1 = x1, y2 = x2 − xm
2

1 , · · · , yr = xr − xm
r

1 , 其它 yi =

xi, r + 1 ≤ i ≤ n. 由于 yi ∈ F[x1, · · · , xn] 且 xi ∈ F[x1, y2, · · · , yn] = F[y1, · · · , yn].

故 A = F[x1, · · · , xn] = F[y1, · · · , yn]. 因此, 由 (∗) 得, ∃ 多项式 g(T1, · · · , Tn) =

f(T1, T2 +Tm
2

1 , Tr +Tm
r

1 , Tr+1, · · · , Tn) ∈ F[T1, · · · , Tn] 使得 g(y1, · · · , yn) = 0. 下面

只需证以下命题.

命题 11.1.1

当 m 足够大, g(T1, · · · , Tn) = c′0T
N
1 + c′1T

N−1
1 + · · · + c′N 满足 c′0 6= 0, c′i ∈

F[T2, · · · , Tr] 且 c′0 ∈ F.

令 f(T1, · · · , Tn) =
∑

cj1,··· ,jnT
j1
1 · · ·T jnn (直和意义). 取足够大的m使得对所

有 cj1,··· ,jr 6= 0, T1 的次数 j1+m
2j2+ · · ·+mrjr 互不相同, 则 g(T1, · · · , Tn) =∑

cj1,··· ,jrT
j1
1 (T2 + Tm

2

1 )j2 · · · (Tr + Tm
r

1 )jr · · ·T jnn 在字典序下首项不会相消.

11.2 环的 Krull 维数与整扩张

定义 11.2.1

设 R 设环, pi ∈ SpecR, R 的 Krull 维数定义为 dimR
def
= sup{n : p0 ⫋ p1 ⫋ · · · ⫋

pn ⊂ R}, 对 p ∈ SpecR, ht(p) def
= sup{n : p0 ⫋ p1 ⫋ · · · ⫋ pn ⊂ p} 称为 p 的商 (或余

维数). 对任意理想 I, ht(I) def
= {ht(p) : I ⊂ p} 称为 I 的商.

注解 11.1: 目的

1. k[x1, · · · , xn] 的 Krull 维数是 n←→ kn 的向量空间维数.

2. 不变理论, G 是有限群, G↷ R = k[x1, · · · , xn], dimRG = n.
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定理 11.2.2

1. 设 S ⊂ R 是环的整扩张, 则有 dimS = dimR,

2. dim k[x1, · · · , xn] = n, k 是域.

1. 先证 dimS ≤ dimR.

定理 11.2.3: Lying-over 定理

S ⊂ R 是整扩张, 对 ∀p ∈ SpecS, ∃p′ ∈ SpecR 使得 p = p′ ∩ S.

由 Lying-over 定理, 对 p0 ⊂ S, ∃p′0 ∈ SpecR 使得 p′0 ∩ S = p0.

定理 11.2.4: Going-up 定理

S ⊂ R 是整扩张, p, q ∈ SpecS 使得 p ⊂ q, 设 p′ ∈ SpecR 使得 p = p′ ∩ S, 则

∃q′ ∈ SpecR 使得 q′ ⊃ p′ 且 q = q′ ∩ S, p′ ⊂ q′ ⊂ R, p ⊂ q ⊂ S.

由 Going-up 定理, 对∀ p0 ⫋ p1 ⫋ · · · ⫋ pn ⊂ S
↑ lying

over ↑ over ↑ over ↑ over

∃p′1, · · · , p′n使得 p′0 ⫋ p′1 ⫋ · · · ⫋ p′n ⊂ R
=⇒ dimS ≤ dimR.

dimS ≥ dimR:

定理 11.2.5: 不相容定理

设 S ⊂ R 是整扩张, p ⊂ q ∈ SpecR, 且 p ∩ S = q ∩ S 且 p = q.

�
�
�

�
�
��Z

Z
Z

Z
Z
ZZ

⫋

对 ∀R 中素理想严格升链 q0 ⫋ · · · ⫋ qn ⊂ R, 由于素理想限制在 S 上仍是素理想

=⇒ q0 ∩ S ⊂ · · · ⊂ qn ∩ S ⊂ S, 由不相容定理, 升链为严格升链 (q0 ∩ S ⫋ · · · ⫋

qn ∩ S ⫋ S). 因此 dimR ≤ dimS.

2. 对向量空间 kn 对维数归纳.

(1) dim = 0, k 唯一的素理想是 (0) =⇒ dim k = 0.

(2) 假设 dim k[x1, · · · , xn−1] = n − 1, 对 R = k[x1, · · · ., xn] 有素理想升链 {0} ⫋
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(x1) ⫋ (x1, x2) ⫋ · · · ⫋ (x1, · · · , xn) ⊂ k[x1, · · · , xn], 因此, dimR ≥ n. 取 R 中的任

意一个极大素理想升链 {0} ⫋ p1 ⫋ p2 ⫋ · · · ⫋ pm, 下证 m ≤ n.

引理 1. Noether 整环是 UFD⇐⇒ 商为 1 的理想为主理想.

由于 R 是 Noether 整环, 故 p1 = (f), f 是 R 中首一不可约多项式. 令 π : f ∈

S[xn], S = k[x1, · · · , xn−1] =⇒ xn 是 S ←→ R/(f) 的整元 =⇒ R/(f) 是 S 的整扩张

=⇒ dimR/(f) = dimS = n − 1, 考虑 {0} = p1/(f
‖
p1

) ⫋ p2/(f
‖
p1

) ⫋ · · · ⫋ pm/(f
‖
p1

) =⇒

m− 1 ≤ n− 1 =⇒ m ≤ n.

注解 11.2

对于整扩张 S ⊂ R, Going-down 性质不一定成立.

性质 11.2.6: Going-down

p′ ⊂ q′ ⊂ R
↓ lying

over ↓
p ⊂ q ⊂ S

, p, q ∈ SpecS, q′ ∈ SpecR 使得 q′ = q ∩ S, ∃p′ ∈ SpecR 使得

p′ ∩ S = R.

定理 11.2.7: Going-down

若 S,R 还是整环且 S 是整闭的 (S ↪→ FracS 是整扩张), 则 Going-down 条件

成立.

例 11.2.1

不变理论中 RG ↪→ R = k[x1, · · · , xn] 满足 lying-over, going-up, going-down 条件.
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11.3 Hilbert 零点定理 Nullstellensatz
zero position theorem

注解 11.3

Hilbert 基定理 =⇒
↘
弱零点定理⇐=⇒

↙
强零点定理

正规化 + 局部化

11.3.1 弱零点定理

注解 11.4

考虑 R = k[x1, · · · , xn] 中极大理想的分类, k 为域. 自然地,

(x1 − a1, x2 − a2, · · · , xn − an)
m1−1

kn中的点(a1,··· ,an)∈kn

是一类极大理想.

猜想 11.3.1

(x1 − a1, x2 − a2, · · · , xn − an) 是不是 R 所有极大理想的形式?

例 11.3.1

k = R,R[x], (x2 + 1) 是极大理想 6= (x − a1), (R[x]/(x2 + 1) ∼= C), 故上述猜想错误.

但当 k 是代数闭域, 有以下定理:

定理 11.3.1: 弱零点定理

k : 代数闭域, (x1− a1, x2− a2, · · · , xn− an) 是 k[x1, · · · , xn] 的所有极大理想. (几何

含义: kn 中的点 1−1←−→ k[x1, · · · , xn] 中的极大理想).

当 k = C 时的证明:(基于集合论和域扩张)

设 m 是 C[x1, · · · , xn] 极大理想. K def
= C[x1, · · · , xn]/m 是 C 的有限生成代数且为

C 的域扩张 =⇒ C[x1, · · · , xn]/m 是 C 的 (至多) 可数维向量空间.

假设 ∃a 是 K 的超越元 定义
==⇒ 1

a− α
, α ∈ C 是 K 的超越元 ←−(局部化思想).

=⇒ L = C

 1

a− α
α∈C

, · · ·

 −→ 基底不可数, 矛盾.
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=⇒ K 是 C 的代数扩张, 由于 C 是代数闭域 =⇒ K = C

=⇒ 对 ∀xi ∈ K, ∃ci ∈ C 使得 xi = ci ∈ K

=⇒ xi − ci ∈ m =⇒ m = (xi − ci, 1 ≤ i ≤ n).
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Hilbert 零点定理

定理 12.0.1: 弱零点定理

k : 代数闭域, (x1− a1, x2− a2, · · · , xn− an) 是 k[x1, · · · , xn] 的所有极大理想. (几何

含义: kn 中的点 1−1←−→ k[x1, · · · , xn] 中的极大理想).

一般代数闭域上的证明: Zariski 引理

设域 K 是域 k 的有限生成的 k− 代数, 则 k 是有限生成的 k− 模. 由 Noether 正规

化定理, 令 K = k[x1, · · · , xm︸ ︷︷ ︸
代数无关

, xm+1, · · · , xn︸ ︷︷ ︸
代数 (整) 扩张

⇓

], 使得 n 最小, 下用反证法证 m = 0. 设

m ≥ 1, F
def
= k(x1, · · · , xm) 是 k 的扩张, 则 K 是有限生成的 F− 模.
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K ⊂ F ⊂ K
F 是 k− 代数 使 得


1. k是 Noether 环

2. K是有限生成k −代数

3. K是有限生成F −模

Artin-Tale
======⇒
定理

F是有限生成的k −代数.

由 2,3 设 K = k[x1, · · · ., xn] = Fy1 + · · ·+ Fyk, 则 xi =
∑
j

fijyj , fij ∈ F . 且

由 2 得 yiyj ∈ K, 故 yiyj =
∑
k

fijkyk, fijk ∈ F .
∑
fiyi,fi∈k[x1,··· ,xn],系数通过xixj变为F1中系数−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 设 F1 是由所有 fij , fijk 生成的 k− 代

数 (有限生成), 则 K 是有限生成 F1− 模, 由 Hilbert 基定理:

1. F1 是 Noether 环,

2. K 是 Noether F1− 模.

=⇒ 子模 F 是有限生成 F1− 模, 又 F1 是有限生成 k− 代数. 故 F 是有限生

成 k− 代数.

令 F = k[z1, · · · , zn], zi =
fi
gi
, figi ∈ k[x1, · · · , xn]. 取不可约多项式 h = g1 · · · gs +

1, (h, gi) = 1, 则 1

n
/∈
⇑
k[z1, · · · , zs] = F

((g1···gm,h=1),f(z1,··· ,zs)分母为gi倒数,i∈N∗)

, 与 F 是域矛盾.

注解 12.1: Zariski 引理 =⇒ 弱零点定理

设 m 是 k[x1, · · · , xn] 极大理想, 则 k[x1, · · · , xn]/m 既是域又是有限生成 k− 代数.

由 Zariski 引理, k[x1, · · · , xn]/m 是有限生成 k− 模. =⇒ k[x1, · · · , xn]/m 是 k 的代

数扩张 =⇒ k[x1, · · · , xn]/m ∼= k(k 代数闭)=⇒ xi + m = ai + m, ai ∈ k =⇒ m =

(x1 − a1, · · · , xn − an).
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12.1 强零点定理

定义 12.1.1: 代数集

设 I 是 k[x1, · · · , xn] 的理想, I 中 所有多项式共同零点
m

所有生成元的共同零点

称为 I 的代数集, 记为 V (I).

命题 12.1.1

假设 V (I) 6= ∅, k[x1, · · · , xn] 中在 V (I) 上取值为 0 的多项式所生成的理想 J(V ) 与

I 的关系.

例 12.1.1

k[x], I = (x2), V (I) = 0 ∈ k, J(V ) = (x) 6= I, x2 ∈ I, 但 x /∈ I, J 6= I.

定义 12.1.2

设 I 是环 R 的理想,
√
I

def
= {f ∈ R : fm ∈ I, ∃m ∈ N} 称为理想 I 的根. 若

√
I = I,

称 I 是根理想.

注解 12.2

(1) I ⊂
√
I.

(2) 理想的根是根理想, 即
√√

I =
√
I. 考虑 J 与

√
I 的关系: 若 fn(V (I)) = 0 ∈

k =⇒ f(V ) = 0 =⇒ f ∈ J =⇒
√
I ⊂ J .

注解 12.3

强零点定理: 当 k 是代数闭域,
√
I = J .(代数集 1−1←−→ 根理想)

若 k 不说代数闭域, J(Vk̄(I)) =
√
I ⊂ k[x1, · · · , xn]. 域 k̄ 是 k 的闭包, 其中

J(Vk̄(I))
def
= {f ∈ k[x1, · · · , xn : f(x) = 0]}.
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例 12.1.2

X =

(
a b
c d

)
, X2 =

(
a2 + bc (a+ d)b
(a+ d)c d2 + bc

)
, 考虑 C[a, b, c, d] 的理想 I = (a2 +

bc, (a+ d)b, (a+ d)c, d2 + bc), V (I) =

{(
a b
c d

)
幂零矩阵, a, b, c, d ∈ C

}
⊂ C4.

注解 12.4

1. 2 阶幂零矩阵 X 使得 X2 = 0.

2. V (I) 不是 C4 子空间.

对 ∀ 幂零矩阵 x ∈ V (I), tr = 0, det = 0. 由 Hilbert 强零点定理, (tr, det) ⊂

I(V (I)) =
√
I, 即 (a+ d, ad− bc) ⊂

√
I.

反之,假设 ∃x /∈ (a+d, ad−bc)使得 xn ∈ I,考虑商环 C[a, b, c, d]/(a+d, ad−bc) ∼=
a=−d

C[a, b, c]/(a2+bc),则 [xn] ∈ (a2 + bc, (a+ d)b, (a+ d)c, d2 + bc)
I

+(a+d, ad−bc) ∼=
a=−d

0 + (a2 + bc) =⇒ x是零因子.

而由 a2 + bc 不可约 =⇒ (a2 + bc) 是素理想 =⇒ C[a, b, c]/(a2 + bc) 为整环, 与 x 是

零因子矛盾. 故
√
I ⊂ (a+ d, ad− bc) =⇒

√
I = (a+ d, ad− bc).

性质 12.1.3: 一般情形

令 X = (xij)1≤i,j≤n 是不定元构成的 n 阶方阵. 设 I ⊂ C[x11, · · · , xnn] 是 xn 中所有

元素生成的理想. V (I) = {幂零矩阵},由于幂零矩阵的特征多项式 det(λIn×n−X) =

λn, 则 det(λIn×n −X) 所有 λk, k ≤ n − 1 的系数都是幂零矩阵的零化多项式, 因此

(λk, k ≤ n− 1的系数) ⊂ I(V (I)) =
√
I.

定理 12.1.4
√
I = (det(λIn×n −X)中k ≤ n− 1的系数).

命题 12.1.2

X = (xij)n×n, Y = (yij)n×n, I = ([X,Y ]
def
=

C[x11,··· ,xnn,y11,··· ,ynn]
∪

XY − Y X 中元素), V (I) ∼=
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{(A,B) ∈ Mn×n × Mn×n ∼= C2n2

: AB = BA}, J(V (I)) =
√
I,

(
(X + Y )n −

∑
i

CinX
iY n−i

)
∈
√
I, ∀n ∈ N∗.

1.
√
I = I?

2. C[x11, · · · , xnn, y11, · · · , ynn]/I 有没有幂零元?

作业 12.1

求证:

1. I ⊂
√
I.

2. 若 I ⊂ J , 则
√
I ⊂
√
J .

3.
√√

I =
√
I.

4.
√
I + J =

√√
I +
√
J .

5.
√
IJ =

√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J .

6. I = (1)⇐⇒
√
I = (1).

性质 12.1.5

弱零点定理 =⇒ 强零点定理 (Rabinowitch 技巧 =⇒ 局部化)

对 ∀f ∈ J(V (I)), I 是 k[x1, · · · , xn] 的理想. 考虑理想 (I, 1 − 1− x0f
1
f

) ∈

k[x0, x1, · · · , xn], I 中多项式与 1− x0f 没有公共根.

由弱零点定理, 该理想不包含在任一极大理想中 =⇒ (I, 1− x0f) = k[x0, · · · , xn] =⇒

1 =
k∑
i=1

aibi + a(1 − x0f), a, ai ∈ k[ x0 , · · · , xn], bi ∈ I. 取 x0 =
1

f
, 得 1 =

m∑
i=1

aibi,

其中, ai ∈ k
[
x1, · · · , xn,

1

f

]
. 故 ai =

ci
fm

, ci ∈ k[x1, · · · , xn](可让 m 足够大是的 ai

分母相同). 则 1 =
∑ ci

fm
bi =⇒ fm =

∑
cibi ∈ I.

性质 12.1.6

强零点定理 =⇒ 弱零点定理

交换代数 2024 春 95



CHAPTER 12. HILBERT 零点定理

弱零点定理 ⇐⇒ V (I) = ∅ 当且仅当 I = k[x1, · · · , xn] = (1).

“=⇒” 极大理想 V (m) 必非空, ∃(a1, · · · , an) ∈ V (m), 则 J(V (m)) =
√
m = m ⊂

(x1 − a1, · · · , xn − an), 故 m = (x1 − a1, · · · , xn − an).

若 I = (1), V (I) = ∅ 自然成立. 若强定理成立, 当 V (I) = ∅ 时, J(V (I)) =

k[x1, · · · , xn] =
√
I =⇒ 1 ∈

√
I =⇒ 1 = 1n ∈ I =⇒ I = k[x1, · · · , xn].
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局部化

13.1 环的局部化

命题 13.1.1: 局部化

设 R 是环, S 是 R 的子集.

目标: 构造 R 的扩张 R[S−1], 使得 S 中所有元素都可逆.

方法 1: Rabinowitsch 技巧.

R[S−1] = R[t1, t2, · · · ]/(s1 t1
↓

s1的逆

−1, s2 t2
↓

s2的逆

−1, · · · )

注解 13.1

R[S−1] 满足泛性质: 对 ∀ 环同态 ϕ, 满足 ϕ(S) 在 T 中可逆, 则 ∃ 唯一环同

态 ψ, 使得图表可换:
R[S−1]

R T

ψ

φ

i ϕ = ψ ◦ i.

可令 ψ(r) = ϕ(r) ∈ T, ψ(ti) = (ϕ(si))
−1 ∈ T .

方法 2: 分式域方法

不妨设 S 乘法封闭 (1 ∈ S, ∀s1, s2 ∈ S =⇒ s1s2 ∈ S) 且不含 0. (若 S 不封闭, 可通
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过乘法生成封闭子集.)

1. 若 S 没有零因子, 则可以照搬分式域方法.

构造 R[S−1], 取 (r, s) ∈ R × S, 记为 r

s
, 在 R × S 上定义等价关系 r1

s1
∼ r2
s2
⇐⇒

r1s2 = r2s1. 定义运算
r1
s1

+
r2
s2

def
=
r1s2 + r2s1

s1s2
,
r1
s1
· r2
s2

=
r1r2
s1s2

, 0 def
=

0

1
, 1 =

1

1
.

需验证: (1) ∼ 是等价关系, (2) ·,+ 是良定义的, (3) (R[S−1],+, ·) 构成环.

注解 13.2

验证中要点: 传递性 (用到 S 不含零因子条件).

r1
s1
∼ r2
s2

,
r2
s2
∼ r3
s3

=⇒ r1
s1
∼ r3
s3

l l l
r1s2 = r2s1 r2s3 = r3s2 =⇒ r1s3 = r3s1
↓ ×s3 ↙ ×s1
r1s2s3 = r2s1s3 = r3s1s2 =⇒ s2 (r1s3 − r3s1) = 0

s2不是零因子

=⇒ r1s3 − r3s1 = 0.

2. 若 S 含有零因子.

思路: 考虑 I = {r ∈ R : rs = 0, ∃s ∈ S} 及 p : R→ R/I.

(i) I 是理想.

 r1s1 = 0, r2s2 = 0 =⇒


(r1 + r2)

⊂S
s1s2 = 0 =⇒ r1 + r2 ∈ I

rr1s1 = 0 =⇒ rr1 ∈ I

.

(ii) p(S) 没有零因子, 故可以构造 R[S−1]
def
= (R/I)[S−1].

定义 13.1.1

在 R×S 中定义等价类: (r1, s1) ∼ (r2, s2)
def⇐⇒ ∃s ∈ S, R[S−1]

def
= R×S 中关于

∼ 的等价类, 使得 s(r1s2− r2s1) = 0. 记为 R[S−1]
def
=
{a
s
: a ∈ R, s ∈ S

}
,+, ·

定义同情形 1.

验证中要点:

(1) 传递性: a

s
∼ a′

s′
,
a′

s′
∼ a′′

b′′
. ∃u, v ∈ S, u(as′ − a′s) = v(a′s′′ − a′′s′) = 0 =⇒
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s′uv
↑S封闭
S

(as′′ − a′′s) = vs′u(as′ − a′s) + usv(a′s′′ − a′′s′) =⇒ a

s
∼ a′′

s′′
.

(2) +, · 良定义: 即若 a

s
∼ a′

s′
, 则 as′ + a′s

ss′
∼ a′′s′ + a′s′′

s′′s′
(i) 且

aa′

ss′
=
a′a′′

s′s′′
(ii).

 验证: a

s
∼ a′′

s′′
def⇐⇒ ∃u ∈ S使得u(as′′ − a′′s) = 0

=⇒ u((as′ + a′s)(s′′s)− (a′′s′ + a′s′′)(ss′)) = (s′)2u(as′ − a′′s) = 0⇐⇒ (i)
且u((aa′)(s′′s′)− (a′′a′)(ss′)) = a′s′u(a′′ − a′′s) = 0⇐⇒ (ii)


注解 13.3

当 R 是整环, S = R\{0}, R[S−1] 即是 R 的分式域.

例 13.1.1

R = Z,

1. S = Z\{0}, R[S−1] = Q(分式域),

2. S = {2}(⇐⇒ 2生成的子群)

R[S−1] =
方法 2

{ a

2n

}
方法 1
=
↗

Z[x]/(2x− 1)

ϕ : Z[x]→
{ a

2n

}
, kerϕ = (2x− 1)

f 7→ f

(
1

2

)

3. S = 奇素数, R[S−1] =
(a
b
, b是奇数

)
.

例 13.1.2

R = C[x],

1. S = R\{x}, R[S−1] =

{
有理函数

p(x)

q(x)
, q 6= 0

}
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2. S = {x}, R[S−1]
方法 1
=


p(x)

xn
↓

Laurent 多项式


方法 2
=
⇑

C[x, y]/(1− xy)

ϕ : C[x, y]→
{
p(x)

xn

}
f(x, y) 7→ f

(
x,

1

x

)
, kerϕ− (1− xy)

3. S = {xα, α ∈ C∗}, R[S−1] =

{
p(x)

q(x)
: q(0) 6= 0

}
= 0 点良定义的有理数.

例 13.1.3

R = C[x, y]/(xy), S = {x + (xy)}, R[S−1]
方法 1
= C[x, y, z]/(xy, 1 − xz)

方法 2∼={
f(x, y)

xn
: xy = 0

}
=
↓

( y
xn = xy

xn+1 =0)

ϕ : C[x, y, z]/(xy)→ C
[
x,

1

x

]
f(x, z) + g(y, z) 7→ f

(
x,

1

x

)
, kerϕ = (1− xz)

13.2 模的局部化

定义 13.2.1: 模的局部化

设 S 是 R 的可乘集, M [S−1] =
{m
s
,m ∈M, s ∈ S

}
,
m

s
=

m′

s′
def⇐⇒ ∃s ∈ S 使得

s(s′m− sm′)
零因子

= 0, r · m
s

def
=
rm

s
,
m

s
+
m′

s′
def
=
s′m+ sm′

ss′
称为模 M 的局部化.
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例 13.2.1

p ∈ SpecR,M(p)
def
= M [(R\p)−1] 是一个 R(p) 模, R(p) = R[(R\P )−1], 称为 M 在 p

的局部模.

性质 13.2.2

A,B,C : R− 模, S ⊂ R, 0 → A
fA−→ B

fB−→ C → 0 是正合列, 则 0 → A[S−1]
gA−→

B[S−1]
gB−→ C[S−1]→ 0 是正合列.

设
b

s
∈ B[S−1] 使得 gB

(
b

s

)
= 0, 只需证: b

s
∈ ImgA. 令 c = fB(c) ∈ S 使得

gB

(
b

s

)
def
=

c

s′
= 0, 即 ∃s0 ∈ S 使得 cs0 = 0. 令 s1 ∈ f−1

B , 则 fB(bs1) = cs0 = 0, 由

正合性, bs1 ∈ ImfA, 设 fA(0) = bs1, 则
b

s
=
bs1
ss1

=
fA(a)

ss1
∈ ImgA.

注解 13.4

由于 M [S−1] ∼=M ⊗R R[S−1], R[S−1] 是平坦 R− 模.

注解 13.5

应用: 模的局部性

1. M = 0⇐⇒ 对所有 p ∈ SpecR(或 m ∈ SpecmR), M(p) = 0(M(m) = 0).

2. 0→ A→ B → C → 0 是正合列

⇐⇒ 0→ A(p) → B(p) → C(p) → 0是正合列, ∀p ∈ SpecR
(或⇐⇒ 0→ A(m) → B(m) → C(m) → 0是正合列, ∀m ∈ SpecmR)

3. M 是平坦 R− 模 ⇐⇒M(p) 平坦, ∀p ∈ SpecR.
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13.3 局部环

性质 13.3.1: 局部环的等价条件

环 R 称为局部环, 若满足下列等价条件:

1. R 有唯一的极大理想,

2. ∀r ∈ R, r 或 1− r 至少有一个为可逆元,

3. m = {r ∈ R : r不是可逆元} 是 R 的 (极大) 理想.(?)

3 =⇒ 1 R 的 ∀ 非零真理想 I 满足 I ⊂ m, 否则 ∃ 可逆元 u ∈ I =⇒ I = R, 矛盾, 故

R 有唯一极大理想 m.

1 =⇒ 3 对 ∀x /∈ m, 若 x 不可逆, 则 (x) ⊂ 另一个极大理想, 矛盾.

3 =⇒ 2 由 3 =⇒ 1 得唯一极大理想为 3 中 m, 假设 r, 1 − r 都不是可逆元, 则

r, 1− r ∈ m =⇒ 1 ∈ m,m = R, 矛盾.

2 =⇒ 3 对 ∀x ∈ m, 假设 ∃r ∈ R 使得 rm 是可逆元, 即 rx /∈ m, 即 ∃y ∈ R, 使得

yrx = 1 =⇒ x 是可逆元, 矛盾, 故 rx ∈ m. 对 x1, x2 ∈ m, 假设 x1 + x2 /∈ m, 即

∃y ∈ R, 使得 y(x1 + x2) = 1, 则 yx1 = 1 − yx2, 由于 yx1 ∈ m, yx2 ∈ m =⇒ yx1 不

可逆, 且 yx2 不可逆 =⇒ 1− yx2 可逆, 矛盾.

例 13.3.1

1. 域是局部环, m = {0},

2. Z 不说局部环, m = (2), (3), (5), · · ·

例 13.3.2

设 p 是 R 的素理想, S = R\p(注意 S 封闭). 定义 R(p) = R[S−1], R(p) 是局部环 (称

为 R 是 p 处的局部环), 极大理想为 m =
{a
s
: a ∈ p, s /∈ p

}
.

结论 13.3.2: 局部环与维数

1. 维数的局部性: R 任意环, dimR = sup dimR(m),m ∈ SpecmR.

2. 局部 Noether 环的维数, R : 局部 Noether 环, m 是 R 唯一极大理想.

方法 1: Hilbert 多项式.
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性质 13.3.3

dimR/mR/m
n 是关于 n 的多项式 H(n), n 足够大 (称为局部 Noether 环的

Hilbert 多项式) 且满足 dimR = deg(H(n)).

方法 2: m− 准素理想的最小生成元.

定义 13.3.4: 准素理想

j ⊂ R 是理想, xy ∈ J =⇒ x ∈ J 或 yn ∈ J, ∃n ∈ N∗.

定义 13.3.5: m− 准素理想

设 R 是 Noether 环, m ∈ SpecmR, ∀ 理想 m ⊃ I ⊃ mn(∀n ∈ N∗) 都是准素理

想, 称为 m− 准素理想.

性质 13.3.6

dimR = inf{m−准素理想生成元个数}.
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Zariski 拓扑, 复方阵的 GIT 分类

14.1 Noether 环的局部化

命题 14.1.1

Noether 环的局部化是不是 Noether 环?

工具: 理想的扩张与局限.

定义 14.1.1: 理想的扩张与局限

考虑 f : R→ R[S−1], r 7→ r

1
.

理想扩张 Ie: I → (f(I))(理想同态像不一定是理想, Z ↪→ Q, I = (2)).

f−1(J)← J(同态原像是理想): Jc : 理想局限.

性质 14.1.2

设 J 是 R[S−1] 理想, J = (Jc)e.

f(f−1(J)) ⊂ J =⇒ (Jc)e ⊂ J . 下证: J ⊂ (Jc)e.

对 ∀x =
r

s
∈ J , 有 r

1
=

r

s
· s ∈ J =⇒ r ∈ f−1(J) =⇒ r

1
∈ f(f−1(J)). 由于

1

s
∈ R[S−1], 故 r

s
=
r

1
· 1
s
∈ (f(f−1(J))) =⇒ J ⊂ (Jc)e.
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性质 14.1.3

{R[S−1]中的理想} → {R中的理想}
J 7→ Jc = f−1(J)

是单射.

若 Jc = (J ′)c, 由性质14.1.2, (Jc)e
‖
J

= (J ′c)e

‖
J ′

=⇒ 单射.

定理 14.1.4

若 R 是 Noether 环, 则 R[S−1] 是 Noether 环.

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ In+1 R[S−1]中升链
c ↓ c ↓ c ↓ ↓ c

f−1(I1) ⊂ f−1(I2) ⊂ · · · ⊂ f−1(In) =
↑

Noether 环

f−1(In+1) R中升链

由于理想局限是单射, 且 Icn = Icn+1 =⇒ In = In+1 =⇒ R[S−1] 是 Noether 环.

作业 14.1

设 p 是 R 的素理想, S 是封闭的且 p ∩ S = ∅, (pe)c = p.

作业 14.2

对一般理想 I ⊂ R, (Ie)c = I 是否成立?

14.2 Zariski 拓扑

注解 14.1

主要内容:

1. 代数集, 素谱, 极大谱上的 Zariski 拓扑,

2. 紧 Hausdorff 空间的任意拓扑结构可由 Zariski 拓扑诱导.

学科交叉: 交换代数, 拓扑学, 泛函分析.

课程思政: Zariski 拓扑的拓扑基
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公理 14.2.1: 闭集公理

拓扑空间 (X, τ), X : 集合, τ : X 子集族.

1. ∅, X ∈ τ ,

2. τ 中元素任意交封闭,

3. τ 中元素有限并封闭.

τ 中的元素称为闭集.

定义 14.2.2: Zariski 拓扑

令 τ = {Ci}, Ci 是 kn 中代数集 ←→ 多项式 {pi} 共同零点.

1. 任意交

⋂
i∈A

Ci ←→
⋃
i∈A

V (pi)

↘ ↙
方程联立

,

2. 有限并
C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn ←→ V (p1 · · · pn)

↘ ↙
多项式乘法

=⇒ 任意交, 有限并封闭.

又 ∅ = Z((1)), kn = Z((0)) 是代数集 =⇒ τ 满足闭集公理, 称为 Zariski 拓扑.

14.3 课程思政: Zariski 拓扑的拓扑基

注解 14.2

∀ 开集 U =
⋃
b∈B

b, ∀ 给定 f ∈ k[x1, · · · , xn], Uf = {x ∈ kn : f(x) 6= 0 } 是 Zariski 拓

扑基, 且 ∀ 开集 U ⊂ kn 是 Uf 的 有限并
l

Hilbert 基定理

.

‘‘
↑

德
↗

不孤 , 必有 邻 ”←→ 开邻域
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(地理) (精神)
Euclidean Zariski

δ
x

fx

给定x 找−→ f ∈ k[x1, · · · , xn]使得f(x) 6= 0

=⇒ Uf是x开邻域

借助 “函数” 构造开邻域

例 14.3.1

R2 中的集合 {(x, y) ∈ R2 : xy = 1} 是 Zariski 拓扑下的闭集, 且是 不可约
⇓

6=真闭∪真闭
6=真闭t真闭

的 =⇒

连通的.

海内存知己, 天涯
↓

Euclidean

若 比邻
↓

Zariski

.

Zariski 下同一个连通分支

例 14.3.2

设 Amn = {线性变换 : km → kn} = {m × n矩阵} ∼= kmn, {非满秩矩阵} 是闭集 (所

有 i+ 1 阶子式为 0), {满秩矩阵} 是开集.
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14.4 GIT 等价与复方阵的分类

定义 14.4.1

Zariski 闭包: X ⊂ An, J(X) = {f ∈ l[x1, · · · , xn] : f(x) = 0, x ∈ X} = (f1, · · · , fm),

则 X =
⋂
V (fi).

考虑群作用 X ×G→ X, X 是集合.

x1 ∼ x2
def⇐⇒ x1G = x2G⇐⇒ x1G ∩ x2G 6= ∅

X/G
def
= X/ ∼

x1 ∼
GIT

x2
def⇐⇒ x1G ∩ x2G 6= ∅

X//G
def
= X/ ∼

GIT

例 14.4.1: Jordan 标准形

X =Mn×n : n 阶复矩阵, G = GL(n,C) : 可逆复矩阵.

Mn×n ×GL(n,C)→Mn×n, (A, g) 7→ g−1Ag

X/G = {Mn×n的所有 Jordan 标准形}, X//G = {Mn×n所有对角矩阵}

当 n = 2, 比较
(
λ 1
0 λ

)
·G 6=

(
λ 0
0 λ

)
·G ∈ X/G, 特征多项式均为 (x− λ)2, 但

极小多项式 (x− λ)2 6= (x− λ) =⇒
(
λ 0
0 λ

)
∈
(
λ 1
0 λ

)
.

=⇒
(
λ 1
0 λ

)
·G ⊂ X 不是闭子集, 且

(
λ 0
0 λ

)
·G ∩

(
λ 1
0 λ

)
·G 6= ∅

=⇒
(
λ 0
0 λ

)
·G =

(
λ 1
0 λ

)
·G ∈ X//G.

总结: 所有复矩阵在 GIT 等价意义下可由对角矩阵分类.
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14.5 素谱上的 Zariski 拓扑

定理 14.5.1

R 是环, SpecR = {素理想}. 定义闭集: ∃I ⊂
子集

R,Z(I) = {p ∈ SpecR : p ⊃ I} 构成

闭集. 则 (SpecR, τ = {Z(I) : I ⊂ R}) 构成拓扑空间, 称为 Zariski 拓扑.

注解 14.3

I 可不妨设为根理想, 即 Z(I) =
1
Z((I)) =

2
Z(
√
(I)).

1
⊂,

1
⊃,

2
⊃: 直接验证.

2
⊂: 对 ∀p ⊃ I, 满足 ∀x ∈

√
(I) =⇒ (I) ⊂ p

素理想
====⇒ x ∈ p =⇒ p ⊃

√
(I) =⇒

Z(
√

(I)) ⊃ Z(I).

1. ∅, SpecR ∈ I. 验证: Z(R) = ∅, Z(0) = SpecR.

2.
⋂
α∈A

Z(Iα) = Z

(∑
α∈A

(Iα)

)
, A 是指标集. 验证: ∀p ∈

⋂
α∈A

Z(Iα) =⇒ Iα ⊂ p, ∀α ∈

A =⇒
∑
α∈A

⊂ p =⇒
⋂
α∈A

Z(Iα) ⊂ Z

(∑
α∈A

Iα

)
. ∀p ∈ Z

(∑
α∈A

Iα

)
=⇒ ∀α ∈ A, Iα ⊂

∑
α∈A

Iα ∈ p =⇒ p ∈
⋂
α∈A

Z(Iα) =⇒ Z

(∑
α∈A

Iα

)
⊂
⋂
α∈A

Z(Iα).

3. ∀p ∈ Z(I1)∪Z(I2),不妨设 p ∈ Z(I1) =⇒ I1 ⊂ p =⇒ I1I2 ⊂ p =⇒ Z(I1)∪Z(I2) ⊂

Z(I1I2). ∀p ∈ Z(I1I2), I1I2 ⊂ p
素理想
====⇒ I1 ⊂ p 或 I2 ⊂ p =⇒ Z(I1I2) ⊂ Z(I1)∪Z(I2).

注解 14.4

极大谱 SpecmR = {R中极大理想}, 闭集: ∀ 给定 I ⊂ R, V (I) = {m : m ⊃

I极大理想}.

定理 14.5.2

令 k = k,R = k[x1, · · · , xn]/I, I 是根理想.

(SpecmR, IZariski) ∼= (V (I), IZariski)
m = (x1 − a1, · · · , xn − an) 7→ (a1, · · · , an)
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14.6 拓扑基与开邻域

注解 14.5

? 借助 “函数” 找一点开邻域:

p ∈ SpecR 的邻域: 找函数 f ∈ R 使得 f /∈ p,p(f) 是 p 的一个邻域.

SpecR 上拓扑基: ∀ 给定 f ∈ R, D(f) = {p : f /∈ p}.
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Chapter 15

连续函数环, 素谱上的零点定理

15.1 Stone-Weierstrass 定理, 弱零点定理与 Zariski 拓扑的

关系

定理 15.1.1: Stone-Weierstrass 定理

设 (K, τk) 是紧 Hausdorff 空间, C(K,R) 是 K 上实连续函数构成的代数.

注解 15.1

C(K,R) 是 Banach 空间, ‖f‖∞
def
= sup

x∈K
|f(x)|.

设 A 是 C(K,R) 的子代数, 若:

1. A 在 K 上是可分点的 (若 x 6= y ∈ K, ∃f ∈ A 使得 f(x) 6= f(y)).

2. 对 ∀x ∈ K, ∃f ∈ A 使得 f(x) 6= 0.

则 A 是 C(K,R) 稠密的.

定理 15.1.2

设 I 是 C(K) 的极大理想, ∃ 唯一 x0 ∈ K 使得 I = Ix0
, 其中,

Ix0

def
= {f ∈ C(K) : f(x0) = 0}

极大理想
.
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注解 15.2

该定理可以看作交换代数中 Stone-Weierstrass 定理, 亦可以看做 C(K) 上的

弱零点定理.

假设不存在 x0 ∈ K 使得 ∀f ∈ I, f(x0) = 0,令 A = I∪{1}, A满足Stone-Weierstrass

条件 2, 下证: A 满足Stone-Weierstrass 条件 1. 假设 I ⊂ A 不可分点, 即 i(x) =

i(y), ∀x, y ∈ K, 由 Urysohn 引理:

∃f ∈ C(K) 使得 f(x) 6= f(y) 对 ∀x 6= y ∈ K =⇒ f /∈ I.

定理 15.1.3: Urysohn 引理

设 X 是 T4(⊃ 紧 Hausdorff 空间) 拓扑空间, C,D 是 X 不交闭集, 则 ∃ 连续

函数 f : X → R, 使得 f(x) ⊂ [0, 1], f(C) = 0, f(D) = 1.

由于 I 是理想, f, i ∈ I =⇒ f(x)i(x) = f(y)i(y) =⇒ i(x) = i(y) = 0, ∀x, y =⇒ I ⊂

Ix,y
def
= {g ∈ C(K) : g(x) = g(y) = 0} ⫋ Ix或Iy, 与 I 是极大理想矛盾. 故 A 可满

足Stone-Weierstrass 条件 1.

由 Stone-Weierstrass 定理, I ⊂ I ∪ {1} 在 C(K) 中稠密的, 则对 ∀ε > 0, ∃f ∈ I, 使

得 ‖f − 1
↑

常函数

‖∞ < ε. 取 ε =
1

2
, 则 f 没有零点 =⇒ 1

f
∈ C(K), 则 1 =

1

f
· f ∈ I =⇒

I = C(K), 矛盾.

最后证唯一性: 由Stone-Weierstrass 条件 1得 ∀x1 6= x2, 有 Ix1 6= Ix2.

注解 15.3

K
1−1←−→SpecmC(K)

x↔Ix
=⇒ SpecmC(K) 上的 Zariski 拓扑结构可以通过双射在 K 上诱导拓

扑结构 τm.

定理 15.1.4

τm = τK , 即 (K, τK) 与 (SpecmC(K), τZariski) 同胚.
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取 K, τK 中开集 W , 证明 W 是 (K, τm) 拓扑基的开覆盖. 由 Urysohn 引理, ∀x ∈

W, ∃fx(x) = 1.

只需证 W =
⋃
x∈W

U(fx) 开覆盖, 其中 U(f) = {x ∈ K : f(x) 6= 0} = {x ∈ K : f /∈

Ix}(?)

对 ∀x ∈W,x ∈ U(fx) =⇒W ⊂
⋃
x∈W

U(fx). 对 y ∈ U(fx), 假设 y /∈W , 则 fx(y) = 0,

矛盾. y ∈W,
⋃
x∈W

Uf ⊂W .

15.2 素谱上的零点定理

定义 15.2.1: 素谱上的函数

取值的域随 p ∈ SpecR 的变化而变化, 邻点取值的域为 Frac(R/p). “移动靶”
R→ R/p→ Frac(R/p)
f 7→ f + p ↪→ f + p

例 15.2.1

R = C[x], f = x2 ∈ R, f((x)) = x2 + (x) = 0, f((x − 1)) = x2 − 1 + 1 + (x − 1) =

1, f((x− α)) = x2 − α2 + α2 + (x− α) = α2.

(x− 0) (x− 1) (x− α)

C[x]/(x) ∼= C 剩余域:C
C[x]/(x−α)∼=C
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例 15.2.2

R = Z, f = 8, f((2)) = 0, f((3)) = 2, f((5)) = 3, f((7)) = 1, f((p)) = 8, p ≥

11, f((0)) = 8.

(0)

(2)

(3)

(1)

(8) (8)

(2) (3) (5) (7) (11) (0)

Z/2ZZ/3Z Z/5Z Z/7Z Z/11Z Q

定义 15.2.2: 零函数

考虑 “零函数”: ∀p ∈ SpecR, 若 f ∈ R, 使得 f(p) = 0, 则称 f 是 SpecR 的零函数.

注解 15.4

对 ∀p ∈ SpecR, f(p) = 0⇐⇒ f ∈ p, ∀p ∈ SpecR⇐⇒ f ∈
⋂

p∈SpecR

p.

结论 15.2.3: 素谱的零点定理

SpecR 的零函数为 R 的幂零根基, 即
√
0 =

⋂
p∈SpecR

p.(R 的幂零根基 =SpecR 的零函

数.)
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注解 15.5

{r∈R:∃n∈N∗,rn=0}
↑

幂零根基 不一定是

I⊂R,∃n∈N使得In=0
↑

幂零理想 (R 不是 Noether 环).

R = k[x1, x2, · · · ,∞
可数

]/(x1, x
2
2, x

3
3, · · · ),

√
0 = (x1, x2, x3, · · · ), 然而 (

√
0)n 6= 0, ∀n(交

叉项无法清零).

引理 1. 若 R 是 Noether 环, 理想 I ⊂ R, 则 ∃n ∈ N 使得 (
√
I)n ⊂ I.

证明 1. 由 R是 Noether环,
√
I 有限生成,设生成元为 (a1, · · · , am),则 ∃ki ≥ 1使得

akii ∈ I. 令 k = max{ki}, 则对所有 i, aki ∈ I. ∀x ∈
√
I, x =

m∑
i=1

riai, ri ∈ R, ai ∈
√
I,

则 x
mk

足够大 ∈ (ai11 , · · · , aimm : ij ≥ 0, i1 + i2 + · · ·+ im = mk) ⊂ (a1, · · · , akm) ⊂ I.

性质 15.2.4

若 R 是 Noether 环,
√
0 是幂零理想.

取 I = 0 得 ∃n, (
√
0)n ⊂ 0 =⇒ (

√
0)n = 0.

定理 15.2.5: 素谱的零点定理

SpecR 的零函数为 R 的幂零根基, 即
√
0 =

⋂
p∈SpecR

p.(R 的幂零根基 =SpecR 的零函

数.)

引理 1. 设 S 是 R 的可乘子集, I 是 R 的理想使得 I ∩ S = ∅, 则 ∃ 素理想 p ⊃ I

使得 p ∩ S = ∅.

证明 1. 设 p 是在包含关系下, 包含 I 且与 S 不交的极大元 (Zorn 引理保证极大元

存在性). 下证 p 是素理想.

若 ab ∈ p, 则 (p + (a))∩ 6= ∅ 与 (p + (b)) ∩ S 6= ∅ 不可能同时成立 (否则由 S 可

乘性, p ∩ S 6= ∅). 不妨设 (p + (a)) ∩ S = ∅, 且 I ⊂ p + (a). 由 p 的极大性得,

p = p+ (a) =⇒ a ∈ p.

“
√
0 ⊂

⋂
p∈SpecR

p”:
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对 ∀p ∈ SpecR, 若 an = an−1 · a = 0 ∈ p, 则 a ∈ p 或 an−1 ∈ p, 以此类推可得 a ∈ p,

故
√
0 ⊂

⋂
p∈SpecR

p.

“
√
0 ⊃

⋂
p∈SpecR

p”

假设 ∃a ∈
⋂

p∈SpecR

p 使得 a /∈
√
0. 令 S = {1, a, a2, · · · }, I = {0}, 则 S ∩ I = ∅, 故

∃p ⊃ I, 使得 p ∩ S = ∅ =⇒ a /∈ p, 矛盾. 因此, 对 ∀a ∈
⋂

p∈SpecR

p 有 a /∈
√
0.

作业 15.1

对 ∀ 理想 I,
√
I =

⋂
素理想p⊃I

p.(0←→ I)

15.3 环局部化的素谱

性质 15.3.1

SpecR[S−1] ∼= {p ∈ SpecR : p ∩ S = ∅}.

例 15.3.1

SpecZ (0)
(2) (3) (5)

SpecZ
[
1

2

]
(0)

(2) (3) (5)
×

例 15.3.2

局部环 R(p)
def
= R[(R\p)−1].

SpecZ(2) =
{a
b
: b ∈奇数, a ∈ Z

}
(0)

(2)
× × × × ×
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注解 15.6: R(p) vs R/p

性质 15.3.2

SpecR/p←→ {p′ ∈ SpecR : p′ ⊃ p}

def
=

Zariski
↑

{p′}


(当 p = (0), SpecR/(0) ∼= SpecR = (0))

SpecR(p) ←→ {p′ ∈ SpecR : p′ ⊂ p}

(当 p 是极大理想 ←→ 孤立点 ∪ 泛点)
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Chapter 16

范畴与函子

16.1 高阶强零点定理 (Nagata,Zariski)

定义 16.1.1

x = V (p) 是代数簇, p 是素理想. p〈n〉
def
= {f ∈ k[x1, · · · , xm] :

∂n−1

∂xi1 · · · ∂xin−1

(x) =

0,所有x ∈ X, i1, · · · , in−1 ∈ {1, 2, · · · ,m}}.

注解 16.1

n = 1, p〈1〉 : I(X) 是素理想.

命题 16.1.1

如何等价描述 p〈n〉  符号幂.

定义 16.1.2

p : k[x1, · · · , xn] 的素理想, p(n) def
= {x ∈ k[x1, · · · , xm] : ∃y /∈ p,使得xy ∈ pn} 称为 p

的 n 次符号幂.
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定理 16.1.3: Nagata-Zariski 定理

设 k 是代数闭域, p〈n〉 = p(n).

定理 16.1.4: 有效零点定理

设 I(F1, · · · , Fr), Fi 阶数为 di, 由 Hilbert 强零点定理, ∀g ∈ I(V (I)) =
√
I, ∃ 最小

n ∈ N∗ 使得 gn ∈ I.

命题 16.1.2: 公开问题

n 能否由 di 控制?

定理 16.1.5: JAMS,1988

若 d1 = d2 = · · · = dr ≥ 2, 则 n ≤ d1 · · · dr.

16.2 范畴

注解 16.2: 范畴

范畴 C 的三要素

1. 对象类: ObC,

2. 态射类: hom(C), 态射 f ∈ homC
def⇐⇒ 存在唯一源对象 a ∈ ObC 和靶对象 b ∈

ObC, 使得 f : a → b.(homC =
⋃

a,b∈ObC

hom(a, b)
(二元运算)

) 3. 合成: 对

∀a, b, c ∈ ObC, hom(a, b)× hom(b, c)→ hom(c, a)
(f, g) 7→ g ◦ f , 满足结合律 f ∈ hom(a, b), g ∈

hom(b, c), h ∈ hom(c, d), 则 h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f . ∃ida ∈ hom(a, a) 使得 ∀f ∈

hom(b, a), g ∈ hom(a, c) 有 ida ◦ f = f, g ◦ ida = g.

例 16.2.1

群范畴: 对象: 半群, 态射: 群同态

环范畴: 对象: 环, 态射: 环同态 (有交换环中同态定义 (1→ 1) 保证了环同态是态射)
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模范畴: 对象: 模, 态射: 模同态

向量空间范畴: 对象: 向量空间态射: 线性映射

例 16.2.2

代数集: X ⊂ kn
⋆几何

1−1←−→ 根理想 I ⊂ k[x1, · · · , xn]
1−1←−→ A = k[x1, · · · , xn]/I

⋆代数→函数环

代数集范畴 ←→
√
0 = 0且有限生成代数范畴

l

对象 代数集 约化仿射代数
态射 正则映射

def
=X→Y⊂km使得
每一个分量投影X→k
都是多项式函数

代数同态

合成 正则映射的复合 代数同态的复合

16.3 函子

定义 16.3.1: 反变函子

C,D 是范畴, F : C → D 称为反变函子, 如果 F 满足:

1. F 是对象类之间良定义的映射 (即对 a ∈ ObC, ∃ 唯一的 F(a) ∈ ObD)

2. 对 f ∈ hom(a, b)(a, b ∈ ObC), 存在唯一 F(f) ∈ hom(F(b),F(a))(源靶对调) 使得

(a) 对 ∀a ∈ ObC, F(ida) = idG(a),

(b) 对 f ∈ hom(a, b), g ∈ hom(b, c), (g ◦ f) = F(f) ◦ F(g)(反变)
A C F(A) F(C)

B F(B)

f

g◦f F(g◦f)

F(g)g F(f)

注解 16.3

1. C(代数集)→ C(约化仿射代数)
F : X 7→ k[x1, · · · , xn]/I(X)

ϕ 7→ ϕ∗是反变函子
↓
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定义 16.3.2: 拉回映射

X,Y :定义域, k :值域
k[X]

def
= {f : X → k}

k[Y ]
def
= {f : Y → k}

ϕ : X → Y  
诱导

φ∗:Y→F(X)

(φ∗(f))(x)
def
= f(φ(x))

,称为ϕ的拉回.

令 X,Y 是代数集, k 是代数闭域, k[X] = k[x1, · · · , xn]/I(X), k[Y ] =

k[y1, · · · , yn]/I(Y ), ϕ : X → Y  ϕ∗ : k[X]→ k[Y ].

2.

定义 16.3.3: 协变函子

若定义中 F(f) ∈ hom(F(a),F(b))(不对调), F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f), 即
A C F(A) F(C)

B F(B)

f

g◦f

F(f)

F(g◦f)

g F(g)

则称 F : C → D 为协变函子.

例 16.3.1

C(拓扑空间基点) C(群)
ObC : (X,X0) ObC : G

homC :连续映射ϕ : X → Y使得ϕ(x0) = y0 homC :群同态G→ H

F : (X,x0) 7→ π1(X,x0)
ϕ : ϕ∗

是协变函子.

(x0 的环路  
φ
y0 的环路  

同伦等价类
ϕ∗(π1(X,x0)) ⊂ π1(Y, y0))
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16.4 维数理论与离散赋值环

16.4.1 维数的局部性

定义 16.4.1: 正则局部环与奇点

R 任意环, dimR = sup dimR(m),m ∈ SpecmR. Noether 局部环 (R,m) 称为正则的,

如果 dimR/m(

Hilbert 零点m处余切空间p
↑

m/m2 ) = dimR.

奇点

非奇异点

注解 16.4

1. 对一般 Noether 局部环, dimR ≤ dimR/m(m/m2)(Nakayama),

2. 代数集R中点m是奇点⇐⇒ (R(m), m̃)是局部正则环, m̃ =
{r
s
: r ∈ m, s /∈ m

}
⊂

R(m)
∼= m.

例 16.4.1

k[x, y]/(y2 − x3), 考虑 (0, 0) 处局部环, R = k[x, y](x,y)
↑
奇点

/(y2 − x3), m =

(x, y), dimkm/m2 = 2, dimR = 1.

16.4.2 离散赋值环 DVR

定义 16.4.2

非域整环 R 称为 DVR, 若满足下面等价条件

(R,m) 是 Noether, 且 m 是主理想 (t)

⇐⇒ ∃ 不可约元 t ∈ R, 使得 ∀ 非零 z ∈ R 可以写成 z = utn, u 是单位, n ∈ N(z 的

赋值), t 称为 R 的单值化参数.

交换代数 2024 春 125



CHAPTER 16. 范畴与函子

注解 16.5

v : FracR→ Z ∪ {∞} :


v(0) =∞

v(utn) = n

称为赋值映射.

定理 16.4.3: DVR 几何意义

k = k̄, 不可约曲线 f ∈ k[x, y] 在点
k[x,y]/(f)极大理想

m
m 光滑 ⇐⇒ k[x, y](m)/(f).

126 交换代数 2024 春



参考文献

[抽象代数, 邓少强] 邓少强, 朱富海编著. 抽象代数 [M]. 北京：科学出版社, 2017.06.

127


	交换代数(``神学'')的优势
	课程简介
	交换代数简介, 抽象代数复习
	群作用
	环论

	交换代数简介(UFD, Dedekind整环及其在数论上应用)
	多项式的不变子环
	理想与商环
	素理想与极大理想

	Euclidean, PID, UFD与Noether环
	UFD的推广: Dedekind整环
	推广1: 元素运算 0mu mumu 推广 理想的运算
	推广2: UFD Dedekind整环

	代数数论中的应用

	不变理论与Hilbert基定理
	理想vs代数
	多项式环上的群作用
	方式1: 由群表示诱导
	群表示vs群作用
	方式2: 环自同构子群作用


	Hilbert基定理证明与Gröbner基
	Noether环与Hilbert基定理
	Noether环的等价定义
	Hilbert基定理
	Hilbert基定理的推论

	Gröbner基的存在性与域上的Hilbert基定理
	Gröbner基的优势
	域上加强版的Hilbert基定理


	Buchberger算法, Noether模
	Hilbert基定理的组合直观
	 R[x] 情形
	 R[x,y] 的情况

	Buchberger算法: Gröbner的计算
	Noether环 Noether模
	模的零化子
	子模与理想
	Noether模等价定义
	模上的Hilbert基定理
	模同态与PDE的解


	正合列, 模上的Hilbert基定理, 自由消解与Syzygy模
	正合列
	短正合列的性质
	模上Hilbert基定理
	Hilbert Syzygy定理

	Hilbert Syzygy定理, 自由模的Gröbner基, Hilbert多项式定理
	Hilbert Syzygy定理与Gröbner基
	自由模上的Gröbner基
	分次自由消解
	多项式环的Hilbert多项式

	Hilbert多项式定理, Poincaré级数
	Hilbert多项式定理
	Hilbert多项式性质
	不变量理论中的Poincaré级数
	同调代数简介
	模张量积


	同调代数简介(张量积, 平坦模与Tor)
	张量
	张量的性质与计算
	张量积, 正合列与Hom函子

	平衡函子Tor

	环的扩张, 不变量理论与Galois理论
	整环和整扩张
	不变理论与环, 域扩张理论( Galois理论)
	Galois扩张的构造

	整扩张的应用(Noether正规化定理, Krull维数)
	Noether正规化定理
	环的Krull维数与整扩张
	Hilbert零点定理0mu mumu NullstellensatzNullstellensatzNullstellensatzzero position theorem
	弱零点定理


	Hilbert零点定理
	强零点定理

	局部化
	环的局部化
	模的局部化
	局部环

	Zariski拓扑, 复方阵的GIT分类
	Noether环的局部化
	Zariski拓扑
	课程思政: Zariski拓扑的拓扑基
	GIT等价与复方阵的分类
	素谱上的Zariski拓扑
	拓扑基与开邻域

	连续函数环, 素谱上的零点定理
	Stone-Weierstrass定理, 弱零点定理与Zariski拓扑的关系
	素谱上的零点定理
	环局部化的素谱

	范畴与函子
	高阶强零点定理(Nagata,Zariski)
	范畴
	函子
	维数理论与离散赋值环
	维数的局部性
	离散赋值环DVR



