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题 目 已 知 不等边 锐 角 Ａ ＡｆｉＣ 的 外

接圆 为 ？ ｏ
，

ｒ 为直线 ５Ｃ 上一点 ，
且满 足

Ｚ 汉〇 ＝ ９０
。

． 以 为直径的 圆与Ａ ｉＢＯＣ 的

外接圆交于４ 、４两点 ，

似
１

＜ 似
２

． 类似定义

点 孕 、
Ｂ
ｐ
Ｃ

，
、
Ｃ

２
． 证明 ：

三线共点 ；

（
２

）
Ｈ

２ 、
ＳＳ

２ 、
ＣＣ

２
三线共点 ，

且该点在

△仙Ｃ 的欧拉线上．

［
１

］

（
２０ １ ６

，美国 国家队选拔考试 ）

第 （
１

） 问只需证明三线共点于△ ｘｓｃ 的

陪位重心 即可 ． 本文主要讨论第 （
２

） 问所延

伸 出 的几何性质 ．

先给出本题命题者陈谊廷对 （
２

） 的解答 ．

证法 １ 如 图 １
， 设Ａ ＡｆｉＣ 的切线三角

形为Ａ ＸＹＺ
，其外接圆为 厂．

由于 Ｚ 为 ５Ｃ 关于？ ０ 的极点 ， 故点 Ｚ

收稿 日 期 ：
２０２ １

－

１ １
－

３ ０

在Ａ ５０Ｃ 的外接圆上 ．

设 尺 为 圆 厂 与Ａ外接圆 的第二个

交点 ． 则 Ｋ 为完全四边形 Ｆｚｒａｚｃ 的密克点 ．

故 Ａ ＫＺＢ Ｗ／＼ ＫＹＣ

ＺＫＺＢＺＡ

ＹＫ

＝

ＹＣ

＝

ＹＡ

＝
＞Ｘ／ｌ

平分ＺＺＡＴ．

由于ｍ ｙ 四点构成调 和点列 ， 于

是 ，
Ｚ７７Ｃ４

＝ ９０
°

，从而 ， 点 Ｋ 在 以 ｘ ｒ 为直径

的 圆上．

因此 ，点 尺 与毛重合 ．

下面证明 ＭＸ 过Ａ的欧拉线上 的

一个定点 ．

设 Ｌ 为 圆 厂 的弧＾的 中点 ． 则 似 过点

Ｌ ． 设 厂 与？ ０ 的外位似 中心为 Ｓ ． 则 ４
、
［ 为

位似对应点 ． 于是 ， 直线 过点 Ｓ
， 即直线

Ａ４
２ 过点

类似地 ， 直线 ５５
２ 、
ＣＣ

２ 过点 Ｓ ．

从而 ，
Ａ４

２ 、
ｆｉＳ

２ 、
ＣＣ

２
三线共点 ．

由 于 过点 〇 和Ａ外 心 的 直线 与

Ａ ＡｆｉＣ的欧拉线重合 ， 故点 ｓ 在Ａ ／ｉｓｃ 的欧

拉线上 ．

［
２

］

由上述证明 可导 出 ／Ｌ４
２ 、
ｆｉｆｌ

２ 、
ＣＣ

２
三线

所共点 （ 记为点 Ｓ
） 的性质 １ ．

性质 １Ｓ 为△ ／ＩＳＣ 外接圆与其切线三

角形外接圆的外位似中心 ．

笔者经过探究 ， 给出 了该题的另一证法 ，

且 由该证法可获得点 Ｓ 的更多性质 ．



１ ６ 中 等 数 学

为叙述方便 ， 记 仙 ＝ 。
，

此 ＝
？ ０４＝ ６

，

ＺＣＡＢ＝ａ
，
Ｚ ＡＢＣ＝ ｐ ，

ＺＢＣＡ＝ ｙ ， ／＼ ＡＢＣ

外接圆 的半径为 兄 再记△
４＾： 的垂足三角

形为Ａ ＤＥＦ
， 切线三角形为△ ＺＭ．

证法 ２ 如图 ２
， 的延长线与Ａ

５０Ｃ

的外接圆交于点 Ｐ
， 作 ￡＞Ｃ 丄 ＥＦ

， 反 向延长 ，

与 ５Ｃ 的垂直平分线交于点 （

？
．

由于 ６５
、
仰

、
（＾

、
以 成调和线束 ，

且 １） （；

丄 芯Ｆ
，则 ＧＺ） 平分Ｚ ｆｉＧＣ ．

故 四点共圆 ．

由熟知的定理得

ＯＤ － ＯＰ＝ＯＢ
２

＝ ０Ａ
２

．

从而

又 由 圆幂定理得

ＤＯ － ＤＰ
＝

ＤＢ － ＤＣ
＝

ＤＱ
－ ＤＧ ．

由００
＝

ｉ？ｃｏｓａ＋

 （

ｃｃｏｓ
／
？

－

１
）

ｔａｎＺＱＤＢ

＝
ｊＲｃｏｓａ＋Ｒ ｃｏｓ

（ ｆ
３
－

ｙ ）

＝
２ ／？ ｓ ｉｎ

 ＾

Ｓ
＃

ｓ ｉｎ
ｙ

＝ ＡＤ
，

又 仙 ／／ ＜？
０

，则

四边形仙 （

？
〇 为平行四边形

＾ＤＱ
－ ＤＧ ＝ Ａ０ － ＤＧ

Ａ
ＯＡＤＣＯＡ

ＤＰＧ ．

故 
Ａ 〇ＰＡ ｃ／＾／＼ ＤＰＧ

＾ＺＡＰＯ＝ｚＧＰＤ

＝＞ ４
、
Ｇ， 三点共线 ．

如图 ３ ．

点 Ｚ
３ 在以 ４ ７

１

为直径的 圆上

＜＝＞ＤＡ ｓ ｉｎＺＴＤＰ＋ＤＰ ｓ ｉｎ／ｉＴＤＡ

＝
ＤＴｓ ｉｎ／＿ＡＤＰ

＿

Ｒ
２
－ ＯＤ

２

ＤＢ － ＤＣ
＝

０Ｄ

￣

０Ｄ

＾

ＤＡ － ＯＭＤＢ － ＤＣ
＿

ＤＴ －ＭＤ
＾

０Ｄ
＋

０Ｄ
＝

０Ｄ

＾ＤＡ － ＯＭ ＋ＤＢ － ＤＣ 
＝

ＤＴ － ＭＤ

Ｇ０Ｍ
－

ｃｏ ｔ
／
３

＊ ＤＣ二ｃｏ ｔＸ ｙ

－

／
３ ）

＊ＭＤ

＜＝＞Ｒ ｃｏｓａ＋ｃｏ ｔ
／
３

－

ｆｅ ｃｏｓ
ｙ

＝ ｃｏｔ
（ ｙ

－

０ ）
？

（

ｃｃｏｓ
／
？
－

｜
ｊ

＾ｃｏｓａ＋ ２ ｃｏ ｓ
／
３

＊

ｃｏｓ
ｙ

＝ ｃｏｔ
（ｙ

￣￣

／
３ ）

？

（
２ ｓ ｉｎ

ｙ 

ｃｏｓ
 ｊ

Ｓ
－

ｓ ｉｎａ ）

＜
＝＞ｃｏｓ

（ ／
３
－

ｙ ）
＝

ｃｏ ｔ
（ ｙ

－

ｆ
３ ）

＃

ｓ ｉｎ（ｐ

－

ｙ ）
．

于是 ，得证 ， 即 ｐ 是以 ｘｒ 为直径的圆与

△ 
ｆｉＯＣ 外接圆 的交点 ．

从而 ，点 ｐ 与 皂重合 ．

ｓ ｉｎＺＢＡＡ
２ｓ ｉｎＺＦＡＧ

ｓ ｉｎ ｊ
／^ Ａ

２
ＡＣｓ ｉｎ乙ＧＡＥ

＿

ＦＧｓ ｉｎＡＦＧ
＿

ｔａｎＺＦＺ）Ｇｓ ｉｎ
ｙ

ＥＧｓ ｉｎ乙ＡＥＣｔａｎ人ＥＤＧｓ ｉｎ
／
３

＿
ｔａｎ

（
２ｙ

－

９０
°

）ｓ ｉｎ
ｙ＿

ｃｏ ｔ２ｙ
＊

ｓ ｉｎ
ｙ

ｔａｎ
（
２
／
３
－

９０
°

）ｓ ｉｎ
／
３ｃｏｔ２

＾

８
？

ｓｉｎ
＂ 

’

故 由上式的轮换性有

ｓ ｉｎ／＿ＢＡＡ
２ｓ ｉｎ／＿

ＡＣＣ
２ｓ ｉｎ乙ＣＢＢ

２

ｓ ｉｎＡ
２
ＡＣｓ ｉｎＣ

２
ＣＢｓ ｉｎＢ

２
ＢＡ
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从而 ， 由角元塞瓦定理 ， 知 ／Ｌ４
２

、
ｆｉＳ

２
、
ＣＣ

２

三线共于点 乂

由上述过程可推出点 Ｓ 的性质 ２
、
３ ．

性质 ２Ｓ 为厶仙匚 与 的垂足三

角形的透视中心．

性质 ３ 若 ／）
、
五丨 以Ａｗｅ 外接 圆为

反演基圆反演 ，设其反演点分别为 ， 、
Ｃ

＇

，

则 ｓ 为Ａ ／ｉｆｉＣ 与Ａ ４
＇

５
＇

ｃ
＇

的垂足三角形的

透视中心．

下面证明点 Ｓ 在Ａ 儿ＢＣ 的欧拉线上．

如图 ４
， 设Ａ ／ｉｆｉＣ 的垂心 ／／

（ 即

的 内心 ） 关于 以＼仙 、
况 的 对称点分别为

／
＾ 、

／＾ 、
／＾ ，

仙 与 以 交于点 ／）
＇

．

Ａ

则 由轴对称 ， 有 ／＾
＝Ｆ／／ ＝ ／＾

２ ，
且

Ｚ Ｈ
ｉ

ＦＥ
＝

ＺＥＦＨ＝
ｚＨＦＤ＝ＺＤＦＨ

２
．

于是 ，
ＺＦ

〖响 ＝

１
．

８〇
。

＿

－

—

＾
腳

＝ ２ｙ
－

９０
°

，

Ｚ ＡＦＨ
Ｘ
＝

ｙ
＝２ｙ

－％
０
＝Ｚ ＦＨ

＇

Ｈ
２

．

从而 ，

ｆｆ凡 ／／ＡＢ ．

类似地 ， ／／ＢＣ  ，

１＾ １＾ ／／ 

ＣＡ ．

故ＡＡ 

／／
２圮与Ａ 

ＡＢＣ 位似 ．

考虑 ４ 为Ａ的旁心 ． 则 ４
、
￡＞

＇

、
好

、
／＞

为调和点列 ． 故 以 为直径的 圆是 以 ４
、
／／

为定点 的一个阿波罗 尼斯 圆 ，
且点 Ｃ 在 圆

上 ． 由轴对称与阿波罗尼斯圆 的性质知

ＺＨ
， 

ＧＤ
＇

＝
ＺＨＧＤ

＇

＝
Ｚ

ＡＧＤ
＇

．

从而 ，人 ／／
，

、
Ｇ 三点共线 ．

［
３ ］

由性质 ２
， 得Ａ／Ｚ

， 

／／
２均与Ａ的位似

中心是 Ｓ．

因此 ，得到性质 ４ ．

性质 ４若Ａ 仙Ｃ 的垂心 孖 关于 ＥＦ
、

Ｗ）
、
Ｚ＾ 的对称点分别为Ａ 、

／／
２

、
丑

３ ， 则 Ｓ 为

与Ａ ＡｆｉＣ 的位似中心 ．

如图 ５
， 设 好 关于 ＢＣ

、
Ｃ４

、
／！Ｓ 的对称点

分别为Ｈ ｉ？ ．

则 由轴对称 ， 知点 仏 、足 、
／／

３分别在 ％ 、

砂
、
ＰＱ 竺 ，反 ＱＲ 丨丨ＥＦ／／ ＹＺ ．

由轮换性 ， 知Ａ为ＡＡ馬％ 的切线

二角形．

而八巧 ／／
２
／／

３与／＼仙ｃ 位似于点 ｓ
， 故 由

对应关系 ， 知Ａ与Ａ
ｘｆｚ 也位似于点

ｓ ． 于是 ， 的九点 圆 圆心 〇
（ 即ＡＭＣ

的外心 ） 的九点 圆 圆心 Ｆ
、位似 中心

Ｓ 共线 ．

又 由于 Ｏ Ｆ 即为△ 
／１５Ｃ 的欧拉线 ， 从而 ，

点 Ｓ 在其欧拉线上．

由此 ，可推出性质 ５ ．

性质 ５ 若 ／／ 关于 ５Ｃ
、
Ｃ４ 的对称点

分别为Ｈ ／？
， 则 Ｓ 为Ａ Ｐ即 与 的

位似中心 ．

参考文献 ：

［
１

］２０ １ ６ 美国 国家队选拔考试 ［ Ｊ ］
？ 中等数学 ，

２０ １ ８
（
０８

） ：
３９ ．

［
２

］陈ｉ！ｉＳ．Ｄｕａｌｃｏｎｃｕｒｒｅｎｃｅｏｆ ｃｅｖｉ ａｎｓ ｉｎｓ
ｙ
ｍｍｅｄｉａｎ

ｐ
ｉｃｔｕｒｅ

［
ＥＢ ＼０Ｌ

］ 

？（ 

２０ １ ６ 
－

１２ 
－

１ ２
）  ［

２０２ １
－

１０ 

－

３ １
］

． ｈｔｔ
ｐ 

：
／／ ａｒｔｏｆ

－

ｐ
ｒｏｂｌｅｍｓｏｌｖｉｎｇ

． ｃｏｍ／ｃｏｍｍｕｎｉ ｔ
ｙ
／ｃ６ｈ ｌ３５２ １ ６４

ｐ
７３８９ １ ０８ ．

［
３

］ 张峻铭 ＿２７９９位似专题 ［
ＥＢ ＼ ＯＬ

］
．（

２０ １ ９
－

０５
－

３０
）

［
２０２ １

－

１ ０ 
－

３ １
 ］

． ｈ ｔ ｔ

ｐ 

：
／／ ｔｉ ｅｂａ ． ｂａ ｉ ｄｕ ． ｃｏｍ／

ｐ／６ １４７４８７４９２ ．


